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晶体学晶体学
（（CrystallographyCrystallography））

第一章第一章
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引言

•本章涉及内容

外表特征
点阵与结构
对称性
晶系/布拉菲点阵
点阵几何
晶体投影

外：表观
内：本质
规律，工具
划分/归纳/总结
定量化表征
形象化表示

天然晶体
规则外形
宏观对称性

结晶态的本质特征：
结构基元在空间
规则周期排列

已发展成多个分枝
晶体几何学
晶体结构学
晶体生成学
晶体物理学
晶体化学

对晶体的认识；
•1912年以前,从外形
经典晶体学；

•劳厄的发现，
X线衍射，
现代晶体学；

晶体的宏/微观
特征和物理性质

决定
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现代使用的材料绝大部分是晶态（现代使用的材料绝大部分是晶态（CrystallineCrystalline））材料。材料。
晶态材料包括单晶材料、多晶材料、微晶材料和液晶材晶态材料包括单晶材料、多晶材料、微晶材料和液晶材
料等。我们日常使用的各种金属材料大部分是多晶材料等。我们日常使用的各种金属材料大部分是多晶材
料。料。

天然晶体具有规则外形和宏观对称性天然晶体具有规则外形和宏观对称性
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高分辨率电镜（High Resolution Electron Microscopy, HREM）直接
观察晶体中原子的规则排列。
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晶体科学既是很多学科的基础，又是很多学科的边缘和交晶体科学既是很多学科的基础，又是很多学科的边缘和交
叉，它包含广泛的内容：叉，它包含广泛的内容：

(1)(1)晶体几何学晶体几何学（（Geometrical CrystallographyGeometrical Crystallography）），，研究晶体的外表几何研究晶体的外表几何
形状及它们之间的规律性；形状及它们之间的规律性；

(2)(2)晶体结构学晶体结构学（（CrystallogyCrystallogy）），，研究晶体内部质点排列的规律性以研究晶体内部质点排列的规律性以
及晶体结构的不完整性；及晶体结构的不完整性；

(3)(3)晶体生成学晶体生成学（（CrystallogenyCrystallogeny）），，研究天然以及人工晶体的发生、研究天然以及人工晶体的发生、
成长和变化过程及其机制；成长和变化过程及其机制；

(4)(4)晶体物理学晶体物理学（（CrystallophysisCrystallophysis））：：研究晶体的光学、电学、力学研究晶体的光学、电学、力学
等物理性质以及和它们相关的结构对称性；等物理性质以及和它们相关的结构对称性；

(5)(5)晶体化学晶体化学（（CrystallochemistryCrystallochemistry）），，研究晶体的化学组成和晶体结研究晶体的化学组成和晶体结

构与晶体物理化学性质间的关系构与晶体物理化学性质间的关系。
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1.11.1结晶状态及晶体的宏观特性结晶状态及晶体的宏观特性

物质结晶状态的本质特征是物质结晶状态的本质特征是：结构基元在空间呈不随时间结构基元在空间呈不随时间
变化的三维周期排列变化的三维周期排列，它决定了晶体的宏观和微观物理性质。它决定了晶体的宏观和微观物理性质。

不具有这种特性的物质例如石蜡、玻璃等是非晶态物质。不具有这种特性的物质例如石蜡、玻璃等是非晶态物质。

有一些有机高聚合物，它们的结构基元具有一维或二维的有一些有机高聚合物，它们的结构基元具有一维或二维的
近似长程有序排列，其性质介于晶体和非晶体之间，这种物质近似长程有序排列，其性质介于晶体和非晶体之间，这种物质

称为称为液态晶体，简称液态晶体，简称液晶液晶（（LiquidLiquid−−crystalcrystal））。。

晶态物质可以由多个晶体组成，由许多取向不同单晶体晶晶态物质可以由多个晶体组成，由许多取向不同单晶体晶
粒随机排列的组合称粒随机排列的组合称多晶体多晶体（（PolycrystalPolycrystal）），，各个晶粒之间有晶各个晶粒之间有晶
界分隔开。当晶粒颗粒尺度很小（约为微米级）时称为界分隔开。当晶粒颗粒尺度很小（约为微米级）时称为微晶微晶
（（CrystalliteCrystallite））。。
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晶体中结构基元的三维周期排列使晶体在宏观上具有一些共同晶体中结构基元的三维周期排列使晶体在宏观上具有一些共同
的性质，它们是：的性质，它们是：

（（11））晶体的棱角晶体的棱角——面和棱的存在以及它们之间的规则性是晶体的面和棱的存在以及它们之间的规则性是晶体的
宏观特性之一宏观特性之一。。晶体自发生长成规则几何外形的性质称晶体自发生长成规则几何外形的性质称自限性自限性。互。互
相平行的面之间的夹角是守恒的。这些平行的面称为对应面，对应相平行的面之间的夹角是守恒的。这些平行的面称为对应面，对应
面的这种关系称为面的这种关系称为面角守恒定律面角守恒定律。。
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（（22））均匀性均匀性（（HomogeneityHomogeneity））——晶态物质任意部分的所有性质是
完全相同的，这就是均匀性。

（（33））各向异性各向异性（（AnisotropyAnisotropy））—— 晶体的标量性质（例如相对密晶体的标量性质（例如相对密
度、热容量等）和晶体的取向无关；矢量或更普遍情况下的张度、热容量等）和晶体的取向无关；矢量或更普遍情况下的张
量性质（例如热导率、磁导率、光折射率等）（例如介电系量性质（例如热导率、磁导率、光折射率等）（例如介电系
数、弹性系数、扩散系数等）和晶体的取向有关，就是各向异数、弹性系数、扩散系数等）和晶体的取向有关，就是各向异
性性。。

（（44））对称性对称性（（SymmetrySymmetry））——晶体的各向异性是指晶体的性质在晶体的各向异性是指晶体的性质在
某些不同的、不连续变化或间断的方向上存在着有规律的等同某些不同的、不连续变化或间断的方向上存在着有规律的等同
性，这就是晶体对称性的表现。性，这就是晶体对称性的表现。对称性的概念是自然科学中最对称性的概念是自然科学中最
普遍最基本的概念之一，它贯穿于整个晶体学研究中，是晶体普遍最基本的概念之一，它贯穿于整个晶体学研究中，是晶体
学的基础。学的基础。
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1.21.2点阵、晶体结构点阵、晶体结构（（Lattice, Crystal StructureLattice, Crystal Structure））

晶体是由结构基元在空间呈不随时间变化的规则的三维周期排晶体是由结构基元在空间呈不随时间变化的规则的三维周期排
列而形成的，因此，列而形成的，因此，研究晶体微观结构的首要任务就是研究周期排研究晶体微观结构的首要任务就是研究周期排
列的规律性列的规律性。。

在研究结构基元周期排列的规律性时，往往把结构基元抽象为在研究结构基元周期排列的规律性时，往往把结构基元抽象为
一个几何点。这样，结构基元的三维周期排列就被抽象为一个几何点。这样，结构基元的三维周期排列就被抽象为点的三维点的三维
周期排列（称空间点阵）周期排列（称空间点阵）。。研究结构基元的三维周期排列规律就可研究结构基元的三维周期排列规律就可
以转化为研究点的三维周期排列规律。以转化为研究点的三维周期排列规律。

我们把晶体结构看成是结构基元组成的空间图案，这些图案基我们把晶体结构看成是结构基元组成的空间图案，这些图案基
元按一定的元按一定的周期平移能自身重合周期平移能自身重合（在以后的讨论将会知道，这叫作（在以后的讨论将会知道，这叫作
平移对称）。若把每个基元抽象为一个点，显然，平移对称）。若把每个基元抽象为一个点，显然，这些点也必须具这些点也必须具
有这种平移重合的特性有这种平移重合的特性。。
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它们各自的物理和几何环境应该完全相同，这些点称为等它们各自的物理和几何环境应该完全相同，这些点称为等

同点同点（（Equivalent PointEquivalent Point））。。

一个晶体周期结构抽象为点阵的基本规则是：一个晶体周期结构抽象为点阵的基本规则是：
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三种2-D花样的例子，它们由相同的矩形点阵构成，
但基元不同：

（a）基元是单一符号

（b）基元包含重复的符号

（c）基元包含两种不同取向的符号
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空间点阵空间点阵（（Space LatticeSpace Lattice））的的完整的严格的定义：完整的严格的定义：

在空间由点排列成的无限阵列，其中每一个点都和其它所在空间由点排列成的无限阵列，其中每一个点都和其它所
有的点具有相同的环境，这种点的排列就称为空间点阵有的点具有相同的环境，这种点的排列就称为空间点阵。。

点阵中任意两个点连接的矢量称为点阵中任意两个点连接的矢量称为点阵平移矢量点阵平移矢量（（Lattice Lattice 
Translation VectorTranslation Vector））。。根据点阵的平移对称性，可以选取根据点阵的平移对称性，可以选取初基矢量初基矢量
（（Primitive Translation VectorPrimitive Translation Vector简称基矢）简称基矢）来描述点阵平移矢量或点来描述点阵平移矢量或点
阵中的任意点。阵中的任意点。

对于二维点阵，则对于二维点阵，则必须选择两个不共线的方向上连接最近邻必须选择两个不共线的方向上连接最近邻
点的矢量点的矢量aa，，bb作初基矢量作初基矢量来描述点阵，来描述点阵，这两个基矢构成的平行这两个基矢构成的平行
四边形称为四边形称为初基胞初基胞（（Primitive CellPrimitive Cell，，它只包含一个点）它只包含一个点）。点阵的任。点阵的任
意点（任意平移矢量意点（任意平移矢量rr））可以选取任意阵点作原点用两个基矢来可以选取任意阵点作原点用两个基矢来
描述。描述。

Λ3,2,1,0, 2121 ±±±=+= ppbpapr
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选取基矢：选取基矢：

蓝的的不是初基胞，红的和黄的是初基胞。蓝的的不是初基胞，红的和黄的是初基胞。
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三维点阵应选择非共面、非共线的三个方向上的最近邻点的矢三维点阵应选择非共面、非共线的三个方向上的最近邻点的矢
量量aa，，bb，，cc来描述点阵来描述点阵。这三个基矢构成的平行六面体也称为。这三个基矢构成的平行六面体也称为初基初基
胞（它只包含一胞（它只包含一个点）个点）。。

Λ3,2,1,0,, 321

321

±±±=
++=

ppp
ppp cbar

点阵中任一点（任一平移矢量点阵中任一点（任一平移矢量rr）可以选定任一阵点作原点用）可以选定任一阵点作原点用
这三个基矢来描述：这三个基矢来描述：
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初基胞初基胞（又称（又称PP单胞，对二维点阵简化为一个平面，对一维单胞，对二维点阵简化为一个平面，对一维
点阵简化为一个线段）点阵简化为一个线段）及初基矢量选择的原则是：及初基矢量选择的原则是：

初基单胞只包含一个阵点，初基胞的非平行边是初基矢量初基单胞只包含一个阵点，初基胞的非平行边是初基矢量。。

根据这个原则，初基胞必有如下性质：根据这个原则，初基胞必有如下性质：

(1)(1)每一个初基胞只包含一个阵点每一个初基胞只包含一个阵点；；

(2)(2)以一个阵点作原点，以初基胞作周期平移，可以覆盖整个点以一个阵点作原点，以初基胞作周期平移，可以覆盖整个点
阵阵；；

(3)(3)不管初基胞如何选择，它们的体积（二维的是面积，一维的不管初基胞如何选择，它们的体积（二维的是面积，一维的
是线段长）相等是线段长）相等。。

包含不止一个阵点的平行六面体（平行四边形），
这些都是非初基胞，称它们为复式初基胞（Multiple-Primitive 
Cell）。
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单胞的三个矢量（三个棱）单胞的三个矢量（三个棱）aa，，bb，，cc的长度的长度aa，，bb，，cc以及三个棱以及三个棱

之间的夹角之间的夹角αα((bb∧∧cc))，，ββ((cc∧∧aa))，，γγ((aa∧∧bb))这这66个参数称为个参数称为点阵常数点阵常数
(Lattice Parameter)(Lattice Parameter)，，它们是描述单胞特征的基本参数它们是描述单胞特征的基本参数。

点阵是由晶体的结构基元抽象出来的，可以由下式来说明点阵点阵是由晶体的结构基元抽象出来的，可以由下式来说明点阵
和晶体结构的关系：和晶体结构的关系：

点阵点阵 + + 结构基元结构基元 = = 晶体结构晶体结构

结构基元可以是一个或多个原子（分子）构成。结构基元可以是一个或多个原子（分子）构成。
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1.31.3 对称性，空间变换对称性，空间变换（（SymmetrySymmetry，，Space TranslationSpace Translation））

任何物体（几何图形，晶体，函数）都可以在描述它的变量空任何物体（几何图形，晶体，函数）都可以在描述它的变量空
间对它的整体作适当的变换，如果这种间对它的整体作适当的变换，如果这种变换使物体本身重合（即它变换使物体本身重合（即它
在变换后不变亦即转换成自己），这样的物体就是对称的在变换后不变亦即转换成自己），这样的物体就是对称的，这样的，这样的
变换就是变换就是对称性变换对称性变换。。

对称性还可以有另外的一种说法：对称性还可以有另外的一种说法：物体可以分割成等同的部物体可以分割成等同的部
分分。。

概括地说对称性就是在描述物体变量的空间中物体经过某种变对称性就是在描述物体变量的空间中物体经过某种变

换后的不变性换后的不变性。

1.3.11.3.1对称变换对称变换((操作操作))（（Symmetry Translation (Operation)Symmetry Translation (Operation)））

对称变换实际上就是一种对称操作对称变换实际上就是一种对称操作。。从几何意义考察物体的从几何意义考察物体的
对称性就是考察变换前后物体是否自身重合，如果重合了，这种对称性就是考察变换前后物体是否自身重合，如果重合了，这种

变换就是一种对称操作。变换就是一种对称操作。
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以g表示对空间坐标r(x1，x2，x3)的变换，变换后的空间坐标
变为r’，即

r'rgx''xx'xxxg == ][ , , ],,[ 321321

如果物体如果物体FF在在gg作用于它的变量后所得的结果不变，即作用于它的变量后所得的结果不变，即

)(])[()(
),,(]),,[(),,( 321321321

r'FrgFrF
x'x'x'FxxxgFxxxF

==
==

称F是对称物体，g是对称变换（操作）。

对一个物体可以有若干个对称操作，由两个或更多个相继的
相同或不同的对称操作构成的操作也是对称操作。对给定的物体
的对称操作的集合就是对称群（Symmetry  Group）。

在操作作用下，物体空间各点和全部位矢都相对一组固定参在操作作用下，物体空间各点和全部位矢都相对一组固定参
考轴移动考轴移动，称，称主动操作主动操作（（Active OperationActive Operation））。。

在操作作用下，保持物体空间各点和全部位矢都固定不动而在操作作用下，保持物体空间各点和全部位矢都固定不动而
使坐标移动使坐标移动，称，称被动操作被动操作（（Passive OperationPassive Operation））。。
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空间物体可看作是空间物体可看作是点点的集合，经对称变换前后点的集合会完全的集合，经对称变换前后点的集合会完全
重合。对称变换保持空间的重合。对称变换保持空间的度规性质不变度规性质不变，它是一种等体积变换，，它是一种等体积变换，
变换过程中空间不延伸，不扭曲，任何二点间距离保持不变变换过程中空间不延伸，不扭曲，任何二点间距离保持不变。。

平移平移

绕A点转动

绕AB轴
转动

最后以
ABC为镜
面操作
就完全
重合
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另另一种操作方法一种操作方法

平移后平移后

以ABC面和A’B’C’面的交线Aq转动

或

从这个例子可以看出，任何保从这个例子可以看出，任何保
持空间度规的变换都可以分解为持空间度规的变换都可以分解为平平
移、旋转、反映或这些变换的组移、旋转、反映或这些变换的组
合合。只包含平移和旋转变换及其组。只包含平移和旋转变换及其组
合的变换称为合的变换称为第一类变换第一类变换或或本征运本征运
动动或简称或简称运动运动，，包含反映变换的称包含反映变换的称

为为第二类变换第二类变换或或非本征运动非本征运动。。
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1.3.2对称变换的解析式
平移对称平移对称：设平移矢量为：设平移矢量为tt，，对称变换对称变换rr’’==GG[[rr]]描写为描写为

trr += '

物体绕某个轴转动的变换（主动操作）物体绕某个轴转动的变换（主动操作）

如果这一矢量绕e3轴转动θ角，
点到达的新位置为r’(x’1, x’2,, x’3)。
新位置的坐标为：

)sincoscos(sin)sin(1 θααθαθ −−=−−= rrx'

)sinsincos(cos)cos(2 θααθαθ +=−−= rrx'

r2cos x=α r1sin x=α因 及及 ，即

θθ
θθ

cossin
sincos

212

211

xxx'
xxx'

+=
−=

在在XX坐标系有一点坐标系有一点rr((xx11, , xx22,, ,, xx33))，，
它也是从原点到此点的矢量。它也是从原点到此点的矢量。
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因此，r到r’变换的解析式是∶































 −
=

















3

2

1

3

2

1

100
0cossin
0sincos

x
x
x

x'
x'
x'

θθ
θθ

rr' R=















 −
=

100
0cossin
0sincos

θθ
θθ

R

又可写成∶ ，式中，式中RR是是变换矩阵变换矩阵

更一般的情况，一般的情况，r绕任意方向的单位矢量S=ue1+ve2+we3（把S记
作[uvw]）转动θ角到达r’的变换矩阵是:

















−
−

−
+

















⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

−+















=

0
0

0
sin)cos1(

100
010
001

cos
uv

uw
vw

wwvwuw
wvvvuv
wuvuuu

R θθθ
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1.3.3点对称变换(操作)

点对称操作保证操作前后最少有一点保持不动，因此也可能
会有线或面保持不动甚至还可能整体不动。

在操作过程保持不动的点、线或面都是在操作过程保持不动的点、线或面都是对称元素对称元素（（Symmetry Symmetry 
ElementsElements））。。对称元素通常用两种符号表示，一种是对称元素通常用两种符号表示，一种是国际符号国际符号
（（International NotationInternational Notation）），，另一种是另一种是熊夫利斯符号熊夫利斯符号（（SchoenfliesSchoenflies
NotationNotation））。

旋转操作旋转操作（（Rotation OperationRotation Operation））

旋转操作旋转操作是绕某一轴是绕某一轴[[uvwuvw]]反时针方向旋转反时针方向旋转22ππ//nn==θθ角度的对称操角度的对称操
作，作，nn为正整数，是为正整数，是旋转轴旋转轴（（Rotation AxesRotation Axes））的轴次。的轴次。旋转轴就是旋转轴就是这这
个操作过程中不动的线，它就是个操作过程中不动的线，它就是这个操作的对称元素这个操作的对称元素。旋转操作。旋转操作
的国际符号为的国际符号为nn[uvw[uvw]]，，熊夫利斯符号为熊夫利斯符号为CCn[uvwn[uvw]]。。

n(Cn)连续操作了m次，则记作nm(Cn
m)。它的变换矩阵也相应于

原操作矩阵自乘了m次。一般m≤n，当m=n时，实际上旋转了共
360o，即回到原来位置，是下面讨论的恒等操作。

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建           www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


①①恒等操作恒等操作（（IdentityIdentity，，又称单位操作）又称单位操作）
这操作后与没有操作一样，从旋转的角度看，从旋转的角度看， n=1，θ=22ππ。。

所以所以国际符号是国际符号是11，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是EE。。合在一起记作合在一起记作1(1(EE))。。它的它的
操作矩阵就是单位矩阵：操作矩阵就是单位矩阵：

{ }















=

100
010
001

)(1 E

②②二次轴二次轴（（TwoTwo--fold Axes, fold Axes, DiadDiad））
nn=2=2，，θθ==ππ，，国际符号是国际符号是22，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是CC22，，合在一起记作合在一起记作

2(C2(C22))。。

{ }















−

−
=

100
010
001

2 ]100[
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{ } { })(1
100
010
001

100
010
001

100
010
001

22
]100[ E=
















=










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


−

−
















−

−
=

连续进行两次二次旋转轴操作，即2⋅2=22或C2⋅C2=C2
2，所得结果

是恒等操作:

③③三次轴三次轴（（ThreeThree--fold Axes, Triadfold Axes, Triad））
nn=3=3，，θθ=2=2ππ/3/3，，国际符号是国际符号是33，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是CC33，，合在一起记作合在一起记作

3(C3(C33))。。

{ } { } { } )(13

100

0
2
1

2
3

0
2
3

2
1

3

100

0
2
1

2
3

0
2
3

2
1

3 32
]100[]100[ E=























−−

−

=























−

−−

=

因为三次旋转轴也常选用仿射坐标系：
a1、a2轴的单位矢量长度相同夹角为120o，
a1、a2轴都垂直于c轴。
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在这种坐标下以c轴作三次旋转轴的变换矩阵为

{ } { }















−
−

=















−
−

=
100
001
011

(3
100
011
010

)(3 2
3

2
3 CC
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④④四次轴四次轴（（FourFour--fold Axes, Tetradfold Axes, Tetrad））
nn=4=4，，θθ==ππ/2/2，，国际符号是国际符号是44，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是CC44，，合在一起记作合在一起记作

4(C4(C44))。。

{ } { } { }]100[
2

]100[4
2
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)(4
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)(4 =
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{ } { } { })(1)(4
100
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)(4 4
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43
]100[4

3
]100[ ECC ≡






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
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


−=
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⑤⑤六次轴六次轴（（SixSix--fold Axes, fold Axes, HexadHexad））
nn=6=6，，θθ==ππ/3/3，，国际符号是国际符号是66，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是CC66，，合在一起记作合在一起记作
6(C6(C66))。。
由于六次轴与三次轴的相似性，也采用描述三次轴的的坐标系，由于六次轴与三次轴的相似性，也采用描述三次轴的的坐标系，
这时以这时以cc轴为六次旋转轴的变换矩阵为：轴为六次旋转轴的变换矩阵为：

{ } { }















−=



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







 −
=

100
011
010

6
100
001
011

6 5
]100[]100[
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平面反映（平面反映（Reflection Across a PlaneReflection Across a Plane, , 又称镜象反映）又称镜象反映）

操作过程中，在操作过程中，在镜面镜面（（Mirror PlaneMirror Plane））上所有点都不动，所以镜上所有点都不动，所以镜
面就是对称元素。平面反映操作的国际符号是面就是对称元素。平面反映操作的国际符号是mm，，熊夫利斯符号是熊夫利斯符号是
σσ，合在一起记作，合在一起记作mm((σσ))。。镜面的熊夫利斯符号镜面的熊夫利斯符号σσ通常还带有下标。通常还带有下标。
垂直于这个主轴的镜面记为垂直于这个主轴的镜面记为σσhh，，包含主轴并包含另一轴的镜面记为包含主轴并包含另一轴的镜面记为
σσvv；；包含主轴并包含其它两个轴的对角线的镜面记为包含主轴并包含其它两个轴的对角线的镜面记为σσdd。。

镜面操作结果使镜面操作结果使手性相反。手性相反。右手与左手的这一关系称为右手与左手的这一关系称为对形关系对形关系
（（EnantiomorphicEnantiomorphic RelationRelation）。）。旋转操作永远不能使右手系和左手系旋转操作永远不能使右手系和左手系
相互交换而彼此等价。如果相互交换而彼此等价。如果两个物体具有相同的手性，称它们彼两个物体具有相同的手性，称它们彼
此此同宇同宇（（CongruentCongruent）），，否则是非同宇的。否则是非同宇的。
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{ } { } { })(1
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]100[ Emm ≡
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


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



−
=

反演反演（（InversionInversion，，亦称亦称对称中心对称中心Centre of SymmetryCentre of Symmetry））

某一点过规定的某一点过规定的中心点中心点连线并延伸，延伸到和原来点到中心连线并延伸，延伸到和原来点到中心
点距离相等的距离处取一点，这两个点与规定的中心点具有反演点距离相等的距离处取一点，这两个点与规定的中心点具有反演
对称关系。对称关系。

反演操作的国际符号是反演操作的国际符号是 1 ，熊夫利斯符号是i，合在一起记作

)(1 i 。
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如果坐标原点放在对称中心点，则反演的变换矩阵是：

{ } { } { })(1)(1
100

010
001

)(1 22 Eii ≡

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











−
−

−
=

注意，这种操作结果是非同宇的注意，这种操作结果是非同宇的。。
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旋转反演旋转反演（（RotationRotation--InversionInversion，，非真旋转非真旋转Improper RotationImproper Rotation））
这种操作由两种不同的操作复合而成的，有这种操作由两种不同的操作复合而成的，有国际方案和熊夫国际方案和熊夫

利斯方案两种操作方法。我们主要介绍国际方案。利斯方案两种操作方法。我们主要介绍国际方案。
国际方案中，操作过程是先进行国际方案中，操作过程是先进行nn((CCnn))旋转操作，接着再进行旋转操作，接着再进行

反演操作，反演操作，这种复合操作是非同宇的这种复合操作是非同宇的。把这种复合操作写成两个。把这种复合操作写成两个
操作的乘积（先操作的符号写在后面），即操作的乘积（先操作的符号写在后面），即 。用简略的国。用简略的国
际符号代替际符号代替 写成写成 ，熊夫利斯符号写成，熊夫利斯符号写成IInn。。

)(1 iCn
n1 n

)(1 i )(2 σm=就是反演操作，而就是反演操作，而nn=2=2时，显然就是镜象操作，时，显然就是镜象操作， 。。
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特别注到，要连续经过六次（而不是三次）这样的操作
才能回到原位。以c作为旋转轴的操作的变换矩阵为：
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第一类操作和第二类操作的联系和区别第一类操作和第二类操作的联系和区别

任意多个第一类操作的乘积仍是第一类操作任意多个第一类操作的乘积仍是第一类操作。也就是说转动。也就是说转动
的乘积最终还是转动，不可能由第一类操作组合得到第二类操的乘积最终还是转动，不可能由第一类操作组合得到第二类操
作。作。偶数次第二类操作的乘积是第一类操作，而奇数次第二类操偶数次第二类操作的乘积是第一类操作，而奇数次第二类操
作的乘积仍是第二类操作作的乘积仍是第二类操作。

定理I夹角为θ/2的两个镜面m和m’，它们的交线一定是以θ为旋转角
的对称旋转轴。即

θ
πnnθ/mm 2)2)( ( ==∠⋅

T和T”的手性是相同的。
由这一定理可知，若有一个
镜面m通过n旋转轴，则必有n
个镜面同时通过此旋转轴。
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定理定理IIII 通过两个平行的相距为通过两个平行的相距为tt/2/2的镜面的镜面mm和和m'm'相继反映，等于一次相继反映，等于一次
平移为平移为tt的操作。的操作。

定理定理IIIIII通过两个旋转轴通过两个旋转轴nn((αα))和和n'n'((ββ))的的
交点必然能找到第三个对称轴交点必然能找到第三个对称轴
n"n"((ωω))，，后者的操作等于前二者之组后者的操作等于前二者之组
合：合：nn((αα))⋅⋅n'n'((ββ)=)=n"n"((ωω))。。

)(")()()()( 414321 ϖ=⋅⋅=⋅⋅⋅=β⋅α nmmmmmmnn E
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1.41.4 晶系及布喇菲点阵晶系及布喇菲点阵
晶体点阵的初基单胞周期平移必须填满整个空间。为此，旋晶体点阵的初基单胞周期平移必须填满整个空间。为此，旋

转轴次转轴次((非真旋转轴次非真旋转轴次))只能是只能是11、、22、、33、、44和和66五种五种。下面证明这一。下面证明这一
点。点。

mtttt =+−= θcos2' 
这样就获得这样就获得

2
)1(cos m−

=θ

mm是整数，是整数，(1(1−−mm)=)=MM也是整数。也是整数。
在给定的在给定的GG变换作用下，为了变换作用下，为了
使结果具有封闭性，使结果具有封闭性，θθ角必在角必在
00°°～～180180°°之间，即之间，即coscosθθ在在−−11

1cos ≤θ和和+1+1之间，而之间，而 。则。则

2≤M

于是于是MM可以是可以是−−22、、−−11、、00，、，、11、、+2+2几种值。把这几个值代回上几种值。把这几个值代回上
式，式，θθ值分别对应为值分别对应为ππ、、22ππ/3/3、、ππ/2/2、、ππ/3/3、、00。。所以，旋转轴次所以，旋转轴次nn=2=2ππ//θθ
只能是只能是22、、33、、44、、66、、11等几种。等几种。
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确定空间点阵类型，首先是在空间点阵中如何选取单胞。同一确定空间点阵类型，首先是在空间点阵中如何选取单胞。同一
种空间点阵，可以有无限多种划分单胞的方式。种空间点阵，可以有无限多种划分单胞的方式。

以前已经讨论过选取初基单胞的原则。在这里突出强调的是，以前已经讨论过选取初基单胞的原则。在这里突出强调的是，

最重要和最首要的原则是这个单胞必须能最重要和最首要的原则是这个单胞必须能充分地反映出空间点充分地反映出空间点
阵的对称性阵的对称性。。在满足这个条件的前提下，再使单胞的棱和在满足这个条件的前提下，再使单胞的棱和
棱之间的角度尽可能为直角，最后考虑选取单胞的体积最棱之间的角度尽可能为直角，最后考虑选取单胞的体积最
小。小。这些原则是法国晶体学家布喇菲这些原则是法国晶体学家布喇菲（（A.BravaisA.Bravais））提出来的。提出来的。

根据布喇菲的这些原则，首先根据布喇菲的这些原则，首先把旋转对称应用到点阵上，把旋转对称应用到点阵上，
讨论它对单胞点阵常数的限制，从而得到七种讨论它对单胞点阵常数的限制，从而得到七种晶系晶系（（Crystal Crystal 

SystemsSystems）），，但是，这七种晶系只是对晶体作的最粗略的分类。同一但是，这七种晶系只是对晶体作的最粗略的分类。同一
晶系的晶体，不管其微观对称性的高低，它们相应的点阵的对称性晶系的晶体，不管其微观对称性的高低，它们相应的点阵的对称性
是一样的。是一样的。

下面按对称操作导出七种晶系。下面按对称操作导出七种晶系。

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建           www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


1.4.11.4.1 空间点阵类型（晶系）空间点阵类型（晶系）

①①三斜晶系三斜晶系（（Triclinic SystemTriclinic System））
除了除了1(1(EE))或或11之外单胞再没有其之外单胞再没有其

它的旋转对称性，在这种情况下，它的旋转对称性，在这种情况下，
单胞各个轴都不具有对称性，轴之单胞各个轴都不具有对称性，轴之
间也无任何固定关系，所以单胞的间也无任何固定关系，所以单胞的
几何形状没有特别的限制，点阵常几何形状没有特别的限制，点阵常
数间的关系为数间的关系为

γβα ≠≠≠≠ cba

②②单斜晶系（单斜晶系（Monoclinic SystemMonoclinic System））
这种晶系的对称元素是二次旋转轴这种晶系的对称元素是二次旋转轴2(2(CC22))或镜面或镜面mm((σσ))。。若把对若把对

称轴放在单胞的称轴放在单胞的cc方向，称方向，称第一种定向第一种定向；若把对称轴放在单胞的；若把对称轴放在单胞的bb
方向，称方向，称第二种定向第二种定向。。

现按第一种定向来看二次旋转轴加到单胞上所带来的限制。现按第一种定向来看二次旋转轴加到单胞上所带来的限制。
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cad n== βcos2

如果如果nn=0=0，，ββ就等于就等于ππ//22，，按单胞选轴的原则，所选的轴就是真实晶系按单胞选轴的原则，所选的轴就是真实晶系
的的aa轴。轴。

若若nn=1=1，则，则dd==cc。。从原点从原点OO沿沿cc轴引轴引dd长度到长度到MM点，点，MM点应是阵点。由点应是阵点。由MM向向
aa’’端点引线并延伸相同距离到端点引线并延伸相同距离到NN点，点，NN点也应是阵点。很容易看出点也应是阵点。很容易看出ONON
和和cc垂直。按单胞选轴原则，应选垂直。按单胞选轴原则，应选ONON作真实晶系的作真实晶系的aa而不是开始选的而不是开始选的
那个那个““aa””轴，因而轴，因而aa和和cc垂直。垂直。

若若nn=2=2，则，则dd=2=2cc，，显然在显然在dd的中点的中点QQ应是一个阵点。因应是一个阵点。因OQOQ和和cc轴垂直，轴垂直，
根据选择单胞的原则，也应选根据选择单胞的原则，也应选OQOQ作真实的作真实的aa。。

式中n为整数
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当当nn为其它整数时，也可按类似方法同样证明为其它整数时，也可按类似方法同样证明aa轴一定和轴一定和cc轴垂轴垂
直直。同理也可证明。同理也可证明bb轴和轴和cc轴垂直轴垂直。除此以外，单胞参数不受其它。除此以外，单胞参数不受其它
限制。点阵常数间的关系关系为：限制。点阵常数间的关系关系为：

βγα

γβα

≠==≠≠

≠==≠≠
0

0

90
90

cba
cba

第二定向

第一定向

③正交晶系（斜方晶系，正交晶系（斜方晶系，Orthogonal Orthogonal 
SystemSystem））

在这种晶系中的对称元素有两个或两在这种晶系中的对称元素有两个或两
个以上的个以上的2(2(CC22))或或 轴（即镜面）。前已说轴（即镜面）。前已说
明，若晶胞的一个棱是二次轴，则它一定明，若晶胞的一个棱是二次轴，则它一定
和晶胞的另外两个轴垂直，现在有两个放和晶胞的另外两个轴垂直，现在有两个放
在单胞两个轴上的二次轴，很显然，在单胞两个轴上的二次轴，很显然，必要必要
求三个轴互相垂直求三个轴互相垂直。点阵常数间的关系。点阵常数间的关系
为为：：

2

090; ===≠≠ γβαcba
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④④四方晶系（正方晶系，四方晶系（正方晶系，Tetragonal Tetragonal 
SystemSystem））
考察一个考察一个4(4(CC44))或一个或一个 操作对单胞的操作对单胞的

限制。把限制。把4(4(CC44))轴放在单胞的轴放在单胞的cc轴上，因为轴上，因为
4(4(CC44))隐含隐含2(2(CC22))，，从讨论单斜晶系知道，这从讨论单斜晶系知道，这
时的时的aa和和bb轴一定垂直于轴一定垂直于cc轴。为了不产生轴。为了不产生
多余的单胞轴，四次操作一定依次使多余的单胞轴，四次操作一定依次使aa转转
动到动到bb，，bb转动到转动到−−aa，，而而−−aa运动到运动到bb，，这就这就
要求要求aa和和bb轴垂直，并且这两个轴单位矢轴垂直，并且这两个轴单位矢
量的长度应相等。量的长度应相等。

090===≠= γβαcba

⑤⑤立方晶系（立方晶系（Cubic SystemCubic System））
从直观看，一个立方系的单胞就是一从直观看，一个立方系的单胞就是一

个立方体个立方体。点阵常数间的关系为。点阵常数间的关系为：：

090===== γβαcba

4
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本质上，决定立方系的主要对称元素是四个在体对角线方向本质上，决定立方系的主要对称元素是四个在体对角线方向
的三次轴的三次轴3(3(CC33))。。立方系晶体中可以没有四次旋转对称，但一定不能立方系晶体中可以没有四次旋转对称，但一定不能
没有对角线的四个三次旋转对称没有对角线的四个三次旋转对称。。

这是一个属于立方系只有三次轴而这是一个属于立方系只有三次轴而
没有四次轴的形的例子。没有四次轴的形的例子。

下面给出证明：下面给出证明：
一个三次轴一个三次轴ODOD和矢量和矢量aa相交于相交于OO

点。因为点。因为ODOD为三次轴，所以必会导出为三次轴，所以必会导出
另外两个矢量另外两个矢量bb和和cc。。这三个矢量这三个矢量aa、、bb、、cc
的长度相等：的长度相等：aa==bb==cc；；它们与它们与ODOD间的夹间的夹
角相等：角相等：

∠∠AODAOD==∠∠BODBOD==∠∠CODCOD
它们间两两的夹角也相等它们间两两的夹角也相等

∠∠ AOCAOC==∠∠COBCOB==∠∠BOABOA
用用aa、、bb、、cc构成一平行六面体，即可以构成一平行六面体，即可以
构成一个单胞。构成一个单胞。
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若单胞的另一体对角线若单胞的另一体对角线CECE也是一个三也是一个三
次轴，则次轴，则CFCF、、COCO和和CGCG的长度应相等，它们的长度应相等，它们
和三次轴和三次轴CECE间的夹角也应该相等，很易间的夹角也应该相等，很易知知
道：道：

∠∠FCOFCO==∠∠COACOA=90=90°°
即即这是一个立方体。这是一个立方体。
若把坐标系三个轴放在若把坐标系三个轴放在aa、、bb、、cc上，体上，体

对角线对角线ODOD的矢量的矢量dd==aa++bb++cc。以。以ODOD为旋转为旋转
轴，轴，θθ==22ππ/3/3，导出变换矩阵：，导出变换矩阵：

{ }















=

010
001
100

3 ]111[

体对角线体对角线CECE方向的矢量方向的矢量dd==aa++bb−−cc，，以以[11[111]1]表示这个矢量。以它为三次表示这个矢量。以它为三次
轴操作一次，轴操作一次，aa到到−−cc位置，位置，bb到到aa位置位置−−cc到到bb位置。所以，其变换矩阵是位置。所以，其变换矩阵是

{ }



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
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001
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由这两个三次轴，必然导出另外两个体对角线亦为三次由这两个三次轴，必然导出另外两个体对角线亦为三次
轴。三次轴的组合，可以得到三个二次轴。但是，无论三次轴。三次轴的组合，可以得到三个二次轴。但是，无论三次
轴如何组合，也得不到四次轴。轴如何组合，也得不到四次轴。所以，立方系晶体不一定有所以，立方系晶体不一定有
四次轴。相反，如果有三个互相垂直的四次轴，它们一定能四次轴。相反，如果有三个互相垂直的四次轴，它们一定能
组合出三次轴组合出三次轴。。

⑥⑥六方晶系六方晶系（（Hexagonal SystemHexagonal System））
这种晶系具有单一的这种晶系具有单一的6(6(CC66))，，一般六一般六

次轴放在次轴放在cc轴上。可以证明，六方系的轴上。可以证明，六方系的
单胞的点阵常数遵循如下关系单胞的点阵常数遵循如下关系

a b c= ≠ = = ° = °α β γ90 120
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⑦⑦菱形晶系菱形晶系（（RhombohedralRhombohedral SystemSystem））
当具有单一的当具有单一的3(3(CC33))轴时，对称轴和单胞的一个轴（设轴时，对称轴和单胞的一个轴（设aa轴）轴）

夹角为某一角度夹角为某一角度αα，经，经3(C3(C33))操作后产生另外两个轴，它们和轴操作后产生另外两个轴，它们和轴
夹角亦为夹角亦为αα并且长度相等。这三个轴构成的六面体就是一个菱并且长度相等。这三个轴构成的六面体就是一个菱
形单胞。形单胞。

菱形晶系菱形晶系点阵常数间的关系为点阵常数间的关系为

γβα ==== cba
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αα==ββ==γγ≠≠90 90 °°aa==bb==cc3(C3(C33))菱方菱方

αα==ββ=90=90°° , , γγ =120 =120 °°aa==bb≠≠cc66（（CC66))六方六方

αα==ββ==γγ=90 =90 °°aa==bb==cc四个四个33（（CC33))立方立方

αα==ββ==γγ=90 =90 °°aa==bb≠≠cc44（（CC44))四方四方

αα==ββ==γγ=90 =90 °°aa≠≠bb≠≠cc两个两个22（（CC22))正交正交

第一定向：第一定向：αα ==ββ==9090°°≠≠γγ
第二定向：第二定向：αα ==γγ==9090°°≠≠ββ

aa≠≠bb≠≠cc22（（CC22))单斜单斜

αα≠≠ββ≠≠γγaa≠≠bb≠≠cc11（（E)E)三斜三斜

轴轴夹角关系夹角关系轴长轴长关系关系对称性对称性晶系晶系

七种晶系的对称性及点阵常数间的关系七种晶系的对称性及点阵常数间的关系
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把平移对称加入，即在这七种单胞中的特殊位置加入阵点，把平移对称加入，即在这七种单胞中的特殊位置加入阵点，
如果加入新的阵点后如果加入新的阵点后不破坏原来点阵的对称性，而且又构成新的不破坏原来点阵的对称性，而且又构成新的
点阵点阵，这就是一种，这就是一种新的布喇菲点阵新的布喇菲点阵。在初基单胞（。在初基单胞（PP单胞）中加入单胞）中加入
了新的阵点，它就变成了了新的阵点，它就变成了复式初基单胞复式初基单胞。。
只有在只有在PP单胞中的高对称位置上加入新的阵点才有可能不破坏单胞中的高对称位置上加入新的阵点才有可能不破坏

原来点阵的对称性，才有可能构成实际的新布喇菲点阵。构成新原来点阵的对称性，才有可能构成实际的新布喇菲点阵。构成新
布喇菲点阵的过程实际上就是布喇菲点阵的过程实际上就是点阵的有心化点阵的有心化（（Centering of LatticesCentering of Lattices））过过
程程。。

体心化体心化（（Body CenteringBody Centering））
把阵点加到把阵点加到((aa++bb++cc)/2)/2矢量矢量

端点上端点上。。这样的点阵用符号这样的点阵用符号II
表示，这种点阵的单胞含有两表示，这种点阵的单胞含有两
个阵点，它们的个阵点，它们的位置分别是位置分别是
(0,0,0)(0,0,0)及及(1/2,1/2,1/2)(1/2,1/2,1/2)。。

1.4.21.4.2 布喇菲点阵布喇菲点阵（（BravaisBravais LatticeLattice））
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面心化面心化（（Face CenteringFace Centering））
把三个新的阵点加进把三个新的阵点加进PP单胞每个面单胞每个面

的中心的中心,,即放在即放在((aa++bb)/2)/2，，((bb++cc)/2)/2和和((cc++aa)/2)/2矢矢
量的端点上量的端点上，，这样的点阵用符号这样的点阵用符号FF表表
示。这种点阵的单胞含有四个阵点，示。这种点阵的单胞含有四个阵点，
它们的位置分别是它们的位置分别是(0,0,0)(0,0,0)，，(0,1/2,1/2)(0,1/2,1/2)，，
(1/2,0,1/2)(1/2,0,1/2)，，(1/2,1/2,0)(1/2,1/2,0)。。

底心化底心化（（单面心化单面心化，，Base Centering, OneBase Centering, One--
Face CenteringFace Centering））
只在单胞的一对面（三对面中的只在单胞的一对面（三对面中的

一对）的中心上附加新阵点，这种点一对）的中心上附加新阵点，这种点
阵的单胞含有两个阵点阵的单胞含有两个阵点
加到加到abab面上，用符号面上，用符号CC表示，加到表示，加到bcbc面面
上，用符号上，用符号AA表示，加到表示，加到caca面上，用符面上，用符
号号BB表示。表示。
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注意：不可能在两个独立面附加注意：不可能在两个独立面附加
阵点而构成点阵，即不会有双面阵点而构成点阵，即不会有双面
心的点阵。心的点阵。

AA和和BB这两个阵点的几何环境这两个阵点的几何环境
是不同的，它们不符合点阵条是不同的，它们不符合点阵条
件，所以并不可能形成点阵件，所以并不可能形成点阵。。
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三斜系三斜系 这种晶系除了这种晶系除了1(1(EE))或或 外，无其它点对称性，其单胞的点外，无其它点对称性，其单胞的点
阵常数无任何限制。任何方式的有心化，最终也只构成三斜系点阵常数无任何限制。任何方式的有心化，最终也只构成三斜系点
阵，只不过它的单胞的棱长、棱夹角及单胞体积改变罢了。所以，阵，只不过它的单胞的棱长、棱夹角及单胞体积改变罢了。所以，
三斜晶系只有一种布喇菲点阵，三斜晶系只有一种布喇菲点阵，PP点阵。点阵。

1( )i
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单斜系单斜系 采用第一种定向讨论，以采用第一种定向讨论，以cc轴作为唯一的轴作为唯一的2(2(CC22))轴。轴。
aa≠≠bb≠≠c     c     αα==ββ=90=90°≠°≠γγ

可以是底心单胞可以是底心单胞

仍然是仍然是PP单胞单胞

同底心同底心

同底心同底心

单斜系只有单斜系只有PP单胞和不在与单胞和不在与单胞棱单胞棱
垂直的面上有心化的垂直的面上有心化的底心单胞底心单胞
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在在单斜系单斜系中，如果在中，如果在和单胞棱垂直的面上有心化不可能构成和单胞棱垂直的面上有心化不可能构成
新的点阵，因为它仍然可以简化成新的点阵，因为它仍然可以简化成PP点阵。但是，在正交系，由于点阵。但是，在正交系，由于
有有αα==ββ==γγ==9090°°的限制，而的限制，而γγ’’并不等于并不等于9090°°，，故在故在和单胞棱垂直的面上有和单胞棱垂直的面上有
心化后不能简化为心化后不能简化为PP点阵，所以在任何面上的有心化都是新的点点阵，所以在任何面上的有心化都是新的点
阵。阵。

根据同样的理由，正交系的体心和根据同样的理由，正交系的体心和
面心有心化都不能简化为底心点阵，它面心有心化都不能简化为底心点阵，它
们都是新的点阵。们都是新的点阵。

正交系正交系 aa≠≠bb≠≠c     c     αα==ββ==γγ==9090°°

正交系中，除了正交系中，除了PP单胞外，无论体心有单胞外，无论体心有
心化和面心有心化都构成新的点阵。心化和面心有心化都构成新的点阵。
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四方系 aa==bb≠≠c     c     αα==ββ==γγ==9090°°

可以简化为更小可以简化为更小
的的PP单胞单胞

如如连成一个连成一个PP单胞则破单胞则破
坏原来的对称性，所以坏原来的对称性，所以
II单胞是真实的单胞。单胞是真实的单胞。

同同体心体心

四方系可以有四方系可以有PP和和II点阵点阵
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立方系立方系 aa==bb≠≠c     c     αα==ββ==γγ==9090°°
在单胞任何一个面的单面心化都破坏体对角线的三次轴的旋在单胞任何一个面的单面心化都破坏体对角线的三次轴的旋

转对称性。所以，立方系转对称性。所以，立方系不可能有底心点阵不可能有底心点阵。体心化和全面心化。体心化和全面心化
并不破坏三次对称性，并且确实是一种新的点阵。并不破坏三次对称性，并且确实是一种新的点阵。

虽然可以取P单胞，但他没有立方系的对称性，故
仍取复式单胞作为这些点阵的单胞。

●

●

●
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六方系和菱方系六方系和菱方系
由于这两种晶系联系密切，放在一起讨论。这两种晶系都不由于这两种晶系联系密切，放在一起讨论。这两种晶系都不

可能有任何一种形式的底心、体心和全面心化，因为在这些位置可能有任何一种形式的底心、体心和全面心化，因为在这些位置
放进阵点都会破坏晶系原有的旋转对称性。放进阵点都会破坏晶系原有的旋转对称性。
现在讨论它们的现在讨论它们的特殊有心化特殊有心化问题。问题。

加进阵点后，每一个点都加进阵点后，每一个点都
具有相同的环境，因而这仍然具有相同的环境，因而这仍然
是一个点阵，但这时已失去是一个点阵，但这时已失去
6(6(CC66))对称性，而仍有对称性，而仍有33对称对称
性。这种新点阵就是菱形晶性。这种新点阵就是菱形晶
系。系。

正定向正定向

反定向反定向
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不可能不可能不可能不可能不可能不可能★★菱方菱方

不可能不可能不可能不可能不可能不可能★★六方六方

★★★★不可能不可能★★立方立方

同同II点阵点阵★★不可能不可能★★四方四方

★★★★★★★★正交正交

同同底心底心点阵点阵同同底心底心点阵点阵★★★★单斜单斜

同同PP点阵点阵同同PP点阵点阵同同PP点阵点阵★★三斜三斜

面心面心(F)(F)体心体心(I)(I)底心底心初基初基(P)(P)晶系晶系

喇菲点阵喇菲点阵能具能具有的布有的布可可

各种晶系可能具有的布喇菲点阵各种晶系可能具有的布喇菲点阵((共共1414种种))
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十四种布喇菲点阵十四种布喇菲点阵
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1.51.5 点阵几何点阵几何

1.5.11.5.1 点阵的阵点直线、方向指数（点阵的阵点直线、方向指数（Directional IndicesDirectional Indices））

点阵中任何两个阵点的连线（及其延线）构成点阵中任何两个阵点的连线（及其延线）构成点阵直线点阵直线。点阵。点阵
直线方向在非严格意义上又称之为直线方向在非严格意义上又称之为晶向晶向（（Crystal DirectionsCrystal Directions））。。点阵点阵
中由原点到任一阵点的矢量中由原点到任一阵点的矢量rr都表示为都表示为：：

cbar ppp 321)( 321
ppp ++=

式中式中aa、、bb、、cc是单胞的三个基矢。是单胞的三个基矢。pp11、、pp22、、pp33必然为有理数，并必然为有理数，并
且也一定是整数。把且也一定是整数。把pp11、、pp22、、pp33简化成三个互质的整数简化成三个互质的整数uu、、vv、、ww，使，使uu : : 
vv : : ww11 ==pp11: : pp22 : : pp33，，再把再把uu，，vv，，ww写进方括号内即写进方括号内即[[uvwuvw]]，，它就是它就是rr矢量方矢量方
向的方向指数。如果向的方向指数。如果uu、、vv、、ww这三个数中有负数，在写方向指数这三个数中有负数，在写方向指数
时，在这个数字上面加一横线。例如：时，在这个数字上面加一横线。例如：

]211[2,1,1 ⇒−]321[3,2,1 ⇒−

简言之，在要确定的方向上找出两个最邻近的点，选定一个简言之，在要确定的方向上找出两个最邻近的点，选定一个
点作原点，求出邻近点的坐标数，它们就是方向指数。点作原点，求出邻近点的坐标数，它们就是方向指数。
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OAOA－－[1 0 0][1 0 0]

OBOB－－[1 1 0][1 1 0]

OCOC－－[1 1 1][1 1 1]

ODOD－－[2 0 1][2 0 1]

OEOE－－[0 1 0][0 1 0]

OFOF－－[1 1 2][1 1 2]

例子例子

CBCB－－[0 0 1][0 0 1]
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[[uvwuvw] ] 和和 ][ wvu 是指向相反的同一方向。

由于点阵的对称性，使得一些非平行的阵点直线经对称操作由于点阵的对称性，使得一些非平行的阵点直线经对称操作
后完全重合，这些阵点直线在几何上是完全等价的。把等价的阵后完全重合，这些阵点直线在几何上是完全等价的。把等价的阵
点直线合归为同一种阵点线型，称为点直线合归为同一种阵点线型，称为方向族方向族，用，用<<uvwuvw>>表示。对称表示。对称
性越高，方向族所含的方向越多。性越高，方向族所含的方向越多。

三斜系三斜系——只含两个（包括指向）。只含两个（包括指向）。

单斜系单斜系——单胞的三个棱长不等，方向族指数的三个指数不能交换单胞的三个棱长不等，方向族指数的三个指数不能交换
位置，位置，cc方向的方向的22次轴只把次轴只把aa和和bb转到自身的反向，所以，同时改变转到自身的反向，所以，同时改变uu
和和vv的正负号所得的方向是等价的。单斜系的的正负号所得的方向是等价的。单斜系的<<uvwuvw>>方向族包含有方向族包含有
四个方向（指向）：四个方向（指向）：

[[uvwuvw]] ][ wvu ][ wvu ][ wvu
正交系正交系——单胞的三个棱长不等，方向族的三个指数不能交换位单胞的三个棱长不等，方向族的三个指数不能交换位
置。但三个棱都是置。但三个棱都是22次轴，使得方向指数中的三个数字可以独立地次轴，使得方向指数中的三个数字可以独立地
改变正负号。结果，正交系的改变正负号。结果，正交系的<<uvwuvw>>方向族包含有八个方向（指方向族包含有八个方向（指
向）：向）：

[[uuvwvw]] ][ wvu ][ wvu][ wvu ][ wvu ][ wvu ][ wvu ][ wvu
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四方系四方系——因为因为cc轴是四次轴（轴是四次轴（aa==bb）），，所以一个方向族的三个指数所以一个方向族的三个指数
的前两个指数的前两个指数uu和和vv可以交换位置。单胞三个棱的垂面都是镜面，可以交换位置。单胞三个棱的垂面都是镜面，
故一个方向族的三个指数都可以独立地改变正负号。结果，四方故一个方向族的三个指数都可以独立地改变正负号。结果，四方
系方向族系方向族<<uvwuvw>>包含十六个方向（指向）：包含十六个方向（指向）：

[uvw] ][ wvu ][ wvu ][ wvu ][vuw ][ wuv ][ wuv ][ wuv

及其反向。及其反向。

立方系立方系——对称性很高，对称性很高，方向族的方向族的33个指数可以任意交换位置，它个指数可以任意交换位置，它
们也可以独立地改变正负号。如果三个指数们也可以独立地改变正负号。如果三个指数uu、、vv、、ww的顺序不变，的顺序不变，
每个指数独立地改变正负号就有：每个指数独立地改变正负号就有：

及它们的反向共有及它们的反向共有88个指向。个指向。uu、、vv、、ww33个指数互换共有六组，结个指数互换共有六组，结
果，立方系果，立方系<<uvwuvw>>方向族包含方向族包含66××4=244=24个等价方向，个等价方向，66××8=488=48个等价指个等价指
向。向。

六方系留在后面讨论。六方系留在后面讨论。

[[uvwuvw]] ][ wvu ][ wvu ][ wvu
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2424
u,v,wu,v,w都可以交换位置，并且都可都可以交换位置，并且都可

以单独改变正负号以单独改变正负号
aa==bb==c    c    αα==ββ==γγ=90=90°°立方立方

1616
只有只有uu和和vv可以交换位置，可以交换位置，u,v,wu,v,w都都

可以单独改变正负号可以单独改变正负号
aa==bb≠≠c   c   αα==ββ==γγ=90=90°°四方四方

88u,v,wu,v,w不能交换位置，但可以单独不能交换位置，但可以单独
改变正负号改变正负号aa≠≠bb≠≠c   c   αα==ββ==γγ=90=90°°正交正交

44
u,v,wu,v,w不能交换位置，不能交换位置，uu和和vv可以同可以同

时改变正负时改变正负aa≠≠bb≠≠c  c  αα==ββ=90=90°°≠≠γγ单斜单斜

22
u,v,wu,v,w不能交换位置，它们的正负不能交换位置，它们的正负

号不能单独改变，只能同时改变号不能单独改变，只能同时改变
aa≠≠bb≠≠c  c  αα≠≠ββ≠≠γγ三斜三斜

<<uvwuvw>>的的指向数指向数<<uvwuvw>>中中uu、、vv、、ww的交换方式的交换方式点阵常数的限制点阵常数的限制晶系晶系

几种晶系中几种晶系中<<uvwuvw>>方向等价指向的数目的规律方向等价指向的数目的规律

如果三个指数中出现如果三个指数中出现相同数字相同数字，而相同的数字又处在可交换位置上的话，，而相同的数字又处在可交换位置上的话，
它们的交换就不会出现新的方向；如果指数中它们的交换就不会出现新的方向；如果指数中出现零出现零，零是没有正负之分的，，零是没有正负之分的，
所以当零处在可单独改变正负号的位置上时，改变正负号也不会出现新的指所以当零处在可单独改变正负号的位置上时，改变正负号也不会出现新的指
向。结果，当指数出现相同或零时，等价指向的数目是会减少的。向。结果，当指数出现相同或零时，等价指向的数目是会减少的。
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1.5.21.5.2 点阵的阵点平面及平面指数（点阵的阵点平面及平面指数（CrystalCrystal--plane Indicesplane Indices））
点阵中由阵点组成的平面在非严格意义上又称为点阵中由阵点组成的平面在非严格意义上又称为晶面（晶面（Crystal Crystal 

PlanePlane）。）。任何一个阵点平面相对于坐标原点作平行移动（或坐标任何一个阵点平面相对于坐标原点作平行移动（或坐标
系相对平面移动），总能使阵点平面在坐标的三个参考轴上的截系相对平面移动），总能使阵点平面在坐标的三个参考轴上的截
点是阵点，即平面在三个轴（它们的单位长度分别是点是阵点，即平面在三个轴（它们的单位长度分别是aa、、bb和和cc））的的
截距分别是截距分别是pp11aa、、pp22bb和和pp33cc。。其中其中pp11、、pp22和和pp33（（称外斯指数）均为整称外斯指数）均为整
数。这个面的方程数。这个面的方程为为

1
321

=++
cp

z
bp

y
ap

x

如果以坐标轴单位长度表示，如果以坐标轴单位长度表示，x'x'11==xx11//aa，，
x'x'22==xx22//bb，，x'x'33==xx33//cc，，则得则得

1
321

=++
p
z'

p
y'

p
x'

此式改写为此式改写为

其中其中pp==pp11pp22pp33，，hh‘‘==pp22pp33，，kk’’==pp33pp11，，ll‘‘==pp11pp22。因。因pp11、、pp22和和pp33为整数，故为整数，故hh’’、、
kk‘‘和和ll’’也必为整数。把也必为整数。把hh‘‘、、kk’’、、和和ll‘‘的公因子抽出，把它们简化为互质的公因子抽出，把它们简化为互质
的整数的整数hh、、kk和和ll，把，把hh、、kk和和ll写进圆括号内，即写进圆括号内，即((hklhkl))就是晶面指数就是晶面指数。。

pl' z'k' y'x'h' =++ 
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相对给定坐标系而言，如果不考虑一个面对于原点的距离，定义相对给定坐标系而言，如果不考虑一个面对于原点的距离，定义
这个面的基本量就是这个面的单位法线矢量。以单位法线矢量在这个面的基本量就是这个面的单位法线矢量。以单位法线矢量在
三个坐标轴的分量来表示这个面。据此，晶面指数按如下程序得三个坐标轴的分量来表示这个面。据此，晶面指数按如下程序得
出：出：

①①选择坐标系（以单胞轴作坐标选择坐标系（以单胞轴作坐标
系）系）
②②找出此面与坐标轴的截距。如右找出此面与坐标轴的截距。如右
例中的面，截距分别为例中的面，截距分别为
aa=1=1,,bb=2=2,,cc=3=3。。
③③求出截距的倒数。如右例中的求出截距的倒数。如右例中的
面，截距倒数分别为面，截距倒数分别为hh’’== 1/1, 1/1, kk’’=1/2, =1/2, 
ll’’=1/3=1/3。。
④④把把hh‘‘、、kk’’、、和和ll‘‘的公因子抽出，把的公因子抽出，把
它们简化为互质的整数它们简化为互质的整数hh、、kk和和ll，，写写
进圆括号内，即进圆括号内，即((hklhkl))，，作为此面的作为此面的
晶面指数。晶面指数。如右例中的面，为如右例中的面，为

1/1:1/2:1/3=6:3:2=1/1:1/2:1/3=6:3:2=hh::kk::ll
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例子例子

面面 截距截距 指数指数

AA面面

AA ∞,∞,1 (001)

B面

BB 1,1,1 (111)

C面

CC 1,1,∞ (110)

D面

DD ∞,∞,-1 (001)

E面

EE 1,∞,1/2 (102)

F面

FF 1/2,1/2,1 (221)
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一个点阵平面的指数和坐标原点的选择无关；平行面的面指数一个点阵平面的指数和坐标原点的选择无关；平行面的面指数
相同；如果不考虑面的极性（即不考虑面法线指向的方向），则相同；如果不考虑面的极性（即不考虑面法线指向的方向），则: : 

)()( lkhhkl ≡

由于点阵的对称性，一些非平行的阵点平面经对称操作后会由于点阵的对称性，一些非平行的阵点平面经对称操作后会
完全重合，即这些面在几何上是完全等价的，把这些等价面归属完全重合，即这些面在几何上是完全等价的，把这些等价面归属
同一种面型，称为同一种面型，称为面族（面族（Form of PlaneForm of Plane）），，用用{{hklhkl}}表示。表示。

讨论面族的等价面的数目的方法和讨论方向族的一样，所得讨论面族的等价面的数目的方法和讨论方向族的一样，所得
结果也是相同的。但是，如果不考虑面的极性，认为结果也是相同的。但是，如果不考虑面的极性，认为((hklhkl))和完全等和完全等
同，则一个面族所包含的等价面的数目是相同指数的晶向指数的同，则一个面族所包含的等价面的数目是相同指数的晶向指数的
数目的一半。数目的一半。

看看一些立方系面族的例子。一些立方系面族的例子。
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1.5.3  1.5.3  晶带（晶带（ZoneZone））及晶带定律及晶带定律
两个晶面相交于一个晶棱，当晶面相交的棱彼此平行时，所两个晶面相交于一个晶棱，当晶面相交的棱彼此平行时，所

有这些晶面构成一个有这些晶面构成一个晶带晶带。。晶面相交棱的直线称为晶面相交棱的直线称为晶带轴晶带轴。以晶。以晶
带轴作为晶带的标志，以带轴作为晶带的标志，以晶带轴的方向指数表示该晶带的指数晶带轴的方向指数表示该晶带的指数。。
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0=++ lzkyhx

属于同一晶带轴的所有晶面属于同一晶带轴的所有晶面((hklhkl))和晶带轴和晶带轴[[uvwuvw]]间的关系。从平间的关系。从平
面程知当面程知当pp=0=0时，即时，即((hklhkl))面过原点面过原点：

在这面上的任一阵点坐标在这面上的任一阵点坐标((xx，，yy，，zz))都满足上式，从原点到这个面都满足上式，从原点到这个面
上某一阵点其矢量的方向指数上某一阵点其矢量的方向指数[[uvwuvw]]中的中的uu、、vv和和ww就是阵点的坐标就是阵点的坐标
分量。所以，在分量。所以，在((hklhkl))面上任何面上任何[[uvwuvw]]方向（亦可理解为平行于方向（亦可理解为平行于((hklhkl))面面
的任何的任何[[uvwuvw]]方向）的方向）的uu、、vv和和ww都满足上式，故都满足上式，故

0=++ lwkvhu

这称为这称为晶带方程晶带方程。利用这一方程可以得出一些有用的关系：。利用这一方程可以得出一些有用的关系：

①①求晶带轴的方向指数求晶带轴的方向指数已知已知((hh1 1 kk1 1 ll11))和和((hh2 2 kk2 2 ll22))同属一个晶带，设晶带同属一个晶带，设晶带
轴为轴为[[uvwuvw]]。。根据上式得：根据上式得：





=++
=++

0
0

222

111

wlvkuh
wlvkuh

可求出晶带轴三个指数可求出晶带轴三个指数uu、、vv和和ww的连比关：的连比关：

22

11

22

11

22

11 ::::
kh
kh

hl
hl

lk
lk

wvu =
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②②求两个晶向构成的面的面指数求两个晶向构成的面的面指数 已知晶带轴已知晶带轴[[uu11vv11ww11]]和和[[uu22vv22ww22]]，，可按可按
上面相同的方法得出上面相同的方法得出同属于这两个晶带轴的面（即同属于这两个晶带轴的面（即 [[uu11vv11ww11]]和和[[uu22vv22ww22]]
构共面的面）的面指数构共面的面）的面指数((hklhkl))：：

22

11

22

11

22

11 ::::
vu
vu

uw
uw

wv
wv

lkh =

③③三个面同属于一个晶带的条件三个面同属于一个晶带的条件 设设((hh11kk11ll11))，，((hh22kk22ll22))和和((hh33kk33ll33))同属一同属一
个晶带，其晶带轴为个晶带，其晶带轴为[[uvwuvw]]。。按照晶带方程，得按照晶带方程，得








=++
=++

=++

0
0

0

333

222

111

wlvkuh
wlvkuh

wlvkuh

若上式的若上式的uu、、vv和和ww有非零解，要求下面的行列式为零有非零解，要求下面的行列式为零

0

333

222

111

=
lkh
lkh
lkh

这就是三个共线的面的面指数遵守的条件。这就是三个共线的面的面指数遵守的条件。
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④④三个点阵直线共面的条件三个点阵直线共面的条件 设三个点阵直线设三个点阵直线[[uu11vv11ww11]]、、[[uu22vv22ww22]]、、
[[uu33vv33ww33]]共面的面为共面的面为((hklhkl))，，即即((hklhkl))同属于上述三个方向为晶带轴的晶同属于上述三个方向为晶带轴的晶
带，按带，按上面相同的方法得出直线指数应上面相同的方法得出直线指数应遵守的条件：遵守的条件：

0

333

222

111

=
wvu
wvu
wvu

1.5.41.5.4 六方（和三方）晶系的四轴坐标系的方向指数及面指数六方（和三方）晶系的四轴坐标系的方向指数及面指数

六方六方((和三方和三方))系的单胞不能反映点系的单胞不能反映点
阵的对称性，为了适应对称配置，为了阵的对称性，为了适应对称配置，为了
方便，常把三个单胞拼成一个六面柱体方便，常把三个单胞拼成一个六面柱体
((它并不是真正的单胞它并不是真正的单胞))来讨论问题。把来讨论问题。把
原来的原来的aa和和bb轴标成轴标成aa11和和aa22轴，轴，cc轴保持不轴保持不
变，增加一个变，增加一个aa33= = −−((aa++bb))轴。用四轴坐标轴。用四轴坐标
来描述六方系的晶面和晶向指数。直线来描述六方系的晶面和晶向指数。直线
方向指数用方向指数用[[uvtwuvtw]]、、晶面指数晶面指数用（用（hkilhkil））表表
示。示。
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用四个轴分量来表示一个空间矢量的方法有无穷多种，现在的用四个轴分量来表示一个空间矢量的方法有无穷多种，现在的
方法的困难来自共面的三个轴。方法的困难来自共面的三个轴。

看看OAOA矢量矢量，两轴的唯一表示是，两轴的唯一表示是[[--2,2,--1]1]。但三轴则有无限多种：。但三轴则有无限多种：
[-1,0,1] [0,1,2]
[[--2,2,--1,0]1,0] [1,2,3]
看看OBOB矢量矢量，两轴的唯，两轴的唯
一表示是一表示是[[--4,4,--3]3]，，但三但三
轴则有轴则有
[-1,0,3] [-4,-3,0]

所以约束条件是：所以约束条件是：

0321 =++ aaa

一定要附加一个约束一定要附加一个约束
条件，才能是指数唯条件，才能是指数唯
一。因一。因

0=++ tvu
这样，正确的指数是

OAOA是是 ]011[ ，，OBOB是是 ]725[

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建   炣       www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


用用““凑步凑步””的方法来定出正确的指数的方法来定出正确的指数是很麻烦是很麻烦的。三轴坐标方向的。三轴坐标方向
指数比较容易确定，而四轴坐标方向指数又常用，因而，要找出指数比较容易确定，而四轴坐标方向指数又常用，因而，要找出
三轴坐标方向指数和四轴坐标方向指数间的关系三轴坐标方向指数和四轴坐标方向指数间的关系，设三轴坐标方，设三轴坐标方
向指数向指数[[UVWUVW]]，，四轴坐标方向指数四轴坐标方向指数[[uvtwuvtw]]。。某一矢量某一矢量OPOP在三轴坐标和在三轴坐标和
四轴坐标下分别表示为：四轴坐标下分别表示为：

caaaOP
caaOP

wtvu
WVU

+++=
++=

321

21

根据根据 0321 =++ aaa 和和 0=++ tvu 的关系，上两式合并为：的关系，上两式合并为：
wcaaaacaa +++++=++ ))(( 212121 vuvuWVU

整理后得整理后得








=
+=

+=

wW
vuV
vuU

2
2

或者反过来得：或者反过来得：















=
+−=

−=

−=

Ww
vut

UVv

VUu

)(

)2(
3
1

)2(
3
1

前面的例子：三轴坐标指数是前面的例子：三轴坐标指数是 ]034[
则则 uu=[2=[2××((--4)4)--((--3)]/3=3)]/3=--5/3;    5/3;    vv= = [2[2××((--3)3)--((--4)]/3=4)]/3=--2/3;      2/3;      tt==--((--33--4)=7/34)=7/3
故四轴坐标指数故四轴坐标指数是：是： ]7025[
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确定一个面的面指数的方法和三轴系统的一样：先找出该面确定一个面的面指数的方法和三轴系统的一样：先找出该面
在四个坐标轴上的截距长度（以轴基矢长作单位长度），求它们在四个坐标轴上的截距长度（以轴基矢长作单位长度），求它们
的倒数后，再抽取公因子使其化为互质的整数，最后就获得四个的倒数后，再抽取公因子使其化为互质的整数，最后就获得四个
指数指数hh、、kk、、ii和和ll。。四轴坐标定出的面指数称为四轴坐标定出的面指数称为密勒密勒--布喇菲布喇菲指数。用指数。用
下图的几何关系很容易知道三轴面指数为下图的几何关系很容易知道三轴面指数为((hklhkl))的四轴面指数为的四轴面指数为
((hkilhkil))，，并且并且hh、、kk和和ii间有如下关系：间有如下关系：

0=++ ikh

[010010]
]0121[[110][110]

]0211[

图中图中兰色兰色和和红色红色两个方向在晶两个方向在晶
体学上是等效的，但在三轴坐标体学上是等效的，但在三轴坐标
指数的数字却不完全相同，而在指数的数字却不完全相同，而在
四轴坐标指数的数字却是相同四轴坐标指数的数字却是相同
的。的。

(100)(100)
)0110()011(

)0011(
图中图中紫色紫色和和桔黄色桔黄色的两个面的两个面

在晶体学上是等效的，但在三轴在晶体学上是等效的，但在三轴
坐标指数的数字却不完全相同，坐标指数的数字却不完全相同，
而在四轴坐标指数的数字却是相而在四轴坐标指数的数字却是相
同的。同的。
这说明为什么引入四轴指数的这说明为什么引入四轴指数的
原因。它可以反映其对称性。原因。它可以反映其对称性。
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由六方系对称性可看出，很难从三轴坐标指数找出等价面指由六方系对称性可看出，很难从三轴坐标指数找出等价面指
数间的规律性。而四轴坐标指数和却有规律性，即数间的规律性。而四轴坐标指数和却有规律性，即指数中的指数中的hh、、kk
和和ii三个数可以互换位置，这正反映了六方系六次轴的特点三个数可以互换位置，这正反映了六方系六次轴的特点，同时，同时
也可以看出四轴坐标指数的优点。也可以看出四轴坐标指数的优点。
虽然虽然{{hkilhkil}}指数中的指数中的hh、、kk和和ii可以互换位置，但注意到可以互换位置，但注意到hh++kk++ii=0=0的关的关

系，系，hh、、kk和和ii不能单独改变正负号。指数中的不能单独改变正负号。指数中的ll不能和其它指数换位不能和其它指数换位
但可以单独改变正负号。结果，但可以单独改变正负号。结果，{{hkilhkil}}面族含面族含1212个等价面个等价面。由同样。由同样
的道理可知，对于四轴坐标的指向族的道理可知，对于四轴坐标的指向族<<uvtwuvtw>>含含2424个等价指向个等价指向。同样。同样
应该注意到，如果指数出现重复或出现应该注意到，如果指数出现重复或出现00，则等价面或指向的数目，则等价面或指向的数目
减少。减少。

)0110()0011( )0110(

)0011(例如，例如， 面，因为有两个面，因为有两个00，每个，每个00使等价数目减少一半，所以使等价数目减少一半，所以
其等效数目由其等效数目由1212个减为个减为12/(212/(2××2)2)==33个。虽然有两个重复的个。虽然有两个重复的00，因它们，因它们
处在不能换位的位置，不能减少等效数目。这三个等效晶面为：处在不能换位的位置，不能减少等效数目。这三个等效晶面为：

)0211(又例如，又例如， 面，又为有两个面，又为有两个11，相同数字是等效数目减少一，相同数字是等效数目减少一
半，其等效数目由半，其等效数目由1212个减为个减为12/212/2==66个，因为有一个个，因为有一个00，等效数目又，等效数目又
减少一半，最终等效晶面数目为减少一半，最终等效晶面数目为33个：个：

)0211( )1021( )1102(
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1.5.5 1.5.5 倒易点阵（倒易点阵（Reciprocal LatticeReciprocal Lattice））

1.5.5.11.5.5.1倒易点阵的定义倒易点阵的定义
点阵参数分别是a、b、c、α、β、γ和a*、b*、c*、α*、β*、γ*两个点

阵的基矢间存在如下关系：





=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅

=⋅=⋅=⋅
∗∗∗∗∗∗

∗∗∗

0

1

bcaccbabcaba
ccbbaa

这两个点阵互为倒易。这两个点阵互为倒易。设设ΩΩ为正点阵单为正点阵单
胞的体积，则胞的体积，则

)( bac ×⋅=Ω

而而
ΩΩ

Ω )(1 baccc ×⋅
===⋅ ∗

因为因为 )( ba × ∥∥
∗c ，所以，所以

)(1 bac ×=∗

Ω
同理有：同理有： )(1)(1 cba;acb ×=×= ∗∗

ΩΩ

如果设如果设ΩΩ∗∗为倒易点阵的单胞体积为倒易点阵的单胞体积，同样有如下关系：同样有如下关系：

)(1)(1)(1 ∗∗
∗

∗∗
∗

∗∗
∗ ×=×=×= cbaacbbac

ΩΩΩ
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正点阵单胞的体积正点阵单胞的体积ΩΩ和倒易点阵单胞的体积和倒易点阵单胞的体积ΩΩ∗∗之间也存在倒易关系之间也存在倒易关系

Ω
Ω

Ω
Ω

11
== ∗

∗

1.5.5.21.5.5.2正点阵基矢间夹角和倒易点阵基矢间夹角间的关系正点阵基矢间夹角和倒易点阵基矢间夹角间的关系
根据基矢之间的夹角的定义，有根据基矢之间的夹角的定义，有

∗∗

∗∗
∗

⋅
⋅

=
cb
cbcosα

γβγβ
α

sinsin
))(())((

sinsin
)()(cos 22 cba

aabcbaac
cba

baac ⋅⋅−⋅⋅
=

×⋅×
=∗

把正把正点阵基矢与倒易点阵基矢的关系代入，得点阵基矢与倒易点阵基矢的关系代入，得

最后得最后得

γβ
αγβ

α
sinsin

coscoscoscos −
=∗

同理同理
βα

γβα
γ

αγ
βαγ

β
sinsin

coscoscoscos
sinsin

coscoscoscos −
=

−
= ∗∗

按同样的方法可用倒易点阵的按同样的方法可用倒易点阵的αα＊＊、、ββ＊＊、、γγ＊＊来表达正点阵的来表达正点阵的αα、、ββ、、γγ：：

**

*

sinsin
coscoscoscos

sinsin
coscoscoscos

sinsin
coscoscoscos

βα
γβα

γ
αγ

βαγ
β

γβ
αγβ

α
∗∗∗

∗∗

∗∗

∗∗

∗∗∗ −
=

−
=

−
=
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1.5.5.3倒易点阵两个重要的基本性质倒易点阵两个重要的基本性质
∗∗∗ ++= lckbhaH lkh①①在倒易点阵中，从原点指向阵点在倒易点阵中，从原点指向阵点[([(hklhkl)])]∗∗的倒易矢量的倒易矢量

必和正点阵的必和正点阵的((hklhkl))面垂直，即倒易点阵的阵点方向面垂直，即倒易点阵的阵点方向 [[hklhkl]]∗∗ 和正点阵和正点阵
的的((hklhkl))面垂直面垂直：：[[hklhkl]]∗∗⊥⊥((hklhkl))。。

下面给出证明。下面给出证明。
一个阵点平面和三个参照轴相截于A、B、C。从原点O引向平面ABC
垂线为垂线为ODOD。。根据点阵的性质可知，任一个点阵面的所有平行面，根据点阵的性质可知，任一个点阵面的所有平行面，

它们将把点阵中所有的阵点包括无它们将把点阵中所有的阵点包括无
遗。遗。ODOD一定是一定是ABCABC面面间距面面间距dd的整数的整数
倍：倍：OD=OD=mdmd，，其中其中mm为整数为整数。。从原点引从原点引
向面上任一点的矢量和此面法线单位向面上任一点的矢量和此面法线单位
矢量矢量nn的点乘都等于，即等于的点乘都等于，即等于mdmd。。即即

md=⋅=⋅=⋅ nnn OCOBOA
上式又可写成上式又可写成

ncnbnaOA
⋅=⋅=⋅

cba
OCOB

即即 ncnbna ⋅⋅⋅== ::
OC

:
OB

:
OA

:: cbalkh
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这是我们前面说晶面指数的三个分量是这个面的单位法线矢这是我们前面说晶面指数的三个分量是这个面的单位法线矢
量在三个坐标轴的分量。量在三个坐标轴的分量。
据此，据此，((hklhkl))面的法线单位矢量和三个基矢面的法线单位矢量和三个基矢aa、、bb、、cc点乘的结果分点乘的结果分

别是别是ddhklhkl的的hh，，kk，，ll倍，即：倍，即：

lkhlkhlkhlkhlkhlkh ncnbna ldkdhd =⋅=⋅=⋅

上面三个等式分别乘以上面三个等式分别乘以aa＊＊、、bb＊＊、、cc＊＊后相加后相加

)()()()( ∗∗∗∗∗∗ ++=⋅+⋅+⋅ cbacncbnbana lkhlkhlkhlkh lkhd

用用aa、、bb、、cc分别点乘上式左端，获得分别点乘上式左端，获得aa⋅⋅nnhklhkl、、bb⋅⋅nnhklhkl、、 cc⋅⋅nnhklhkl，，这说明这说明
点乘前的矢量确为点乘前的矢量确为nnhklhkl。。而上式右端的方向是而上式右端的方向是HHhklhkl方向，所以方向，所以HHhklhkl
平行平行于于nnhklhkl，即，即HHhklhkl和和晶面晶面((hklhkl))面垂直。这就证明了这个基本性面垂直。这就证明了这个基本性
质。质。
②② HHhklhkl的模等于正点阵的模等于正点阵((hklhkl))面的面间距面的面间距ddhklhkl的倒数。的倒数。
如上讨论，上式实际上可以写为：如上讨论，上式实际上可以写为：

lkhlkhlkh Hn d=
lkh

lkhH
d

1
=即：即：

这就证明了这个基本性质。这就证明了这个基本性质。
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因为正点阵和倒易点阵是完全互为倒易的，所以正点阵的因为正点阵和倒易点阵是完全互为倒易的，所以正点阵的[[uvwuvw]]
方向和倒易点阵的方向和倒易点阵的((uvwuvw))∗∗垂直；垂直；rruvwuvw==uuaa++vvbb++wwcc模是（模是（uvwuvw)*)*面的面间距面的面间距
d*d*uvwduvwd的倒数，即：的倒数，即：

∗=
wvu

wvur d
1*)(][ uvwuvw ⊥

倒易点阵中一个阵点倒易点阵中一个阵点[([(hklhkl)])]∗∗代表了正点阵代表了正点阵((hklhkl))面列面列，，所以，倒所以，倒
易点阵中阵点的分布就代表着正点阵中一系列面列的分布。易点阵中阵点的分布就代表着正点阵中一系列面列的分布。

1.5.5.4 1.5.5.4 由正点阵导出倒易点阵由正点阵导出倒易点阵

根据倒易点阵的两个基本性质，很容易从正点阵导出其倒易根据倒易点阵的两个基本性质，很容易从正点阵导出其倒易
点阵。点阵。
倒易点阵的三个基矢倒易点阵的三个基矢aa**、、bb**、、cc**分别垂直正点阵的分别垂直正点阵的(100)(100)、、(010)(010)、、

(001)(001)面，它们的夹角分别是正点阵中这三个面的夹角，它们的模面，它们的夹角分别是正点阵中这三个面的夹角，它们的模
分别是分别是1/1/dd100100，，1/1/dd010010，，1/1/dd001001，，如果如果ddhklhkl的单位是的单位是nmnm，则，则aa**、、bb**、、cc**的单的单
位是位是nmnm--11。。求出了求出了aa**、、bb**、、cc**的长度和它们间的夹角后，就确定了的长度和它们间的夹角后，就确定了
[(100)][(100)]∗∗、、[(010)][(010)]∗∗、、[(00l)][(00l)]∗∗三个倒易点，把三个倒易点，把aa**、、bb**、、cc**周期平移就获得周期平移就获得
相应的倒易点阵。相应的倒易点阵。
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一个例子：由单斜点阵导出其倒易点阵。一个例子：由单斜点阵导出其倒易点阵。

单斜点阵：单斜点阵：bb轴垂轴垂
直于直于aa和和cc轴。轴。

右图图面是右图图面是(001)(001)
面。面。
aa*=1/*=1/dd100100=1/(=1/(aasinsinββ))
c*=c*=11/d/d001001=1/(=1/(ccsin sin ββ))

从作图可以看到，从作图可以看到，
正点阵和其对应的正点阵和其对应的
倒易点阵同属一种倒易点阵同属一种
晶系。晶系。
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如果单胞是复式单胞。倒易点阵的复式单胞的有心化型式不一如果单胞是复式单胞。倒易点阵的复式单胞的有心化型式不一
定相同，即它们不一定属同一种布喇菲点阵。定相同，即它们不一定属同一种布喇菲点阵。
在倒易点阵中，距原点最近的阵点，例如在倒易点阵中，距原点最近的阵点，例如[([(hklhkl)])]∗∗，，它一定是正它一定是正

点阵中真实的面点阵中真实的面((hklhkl))的倒易的倒易点。所以正点阵为点。所以正点阵为PP点阵的话，其倒易点点阵的话，其倒易点
阵中不会有含公因子的倒易点阵阵点，即不会有阵中不会有含公因子的倒易点阵阵点，即不会有[(200)][(200)]∗∗、、 [(224)][(224)]∗∗ ……
等等类似的倒易点阵易阵点。但是，有心化的点阵则不同。例如体心类似的倒易点阵易阵点。但是，有心化的点阵则不同。例如体心
点阵的点阵的（（200200））面却是真实的面，所以，在倒易点阵中，最靠近原点面却是真实的面，所以，在倒易点阵中，最靠近原点
的倒易阵点是的倒易阵点是[(200)][(200)]∗∗而而不是不是[(100)][(100)]∗∗，，这时这时[(100)][(100)]∗∗阵点会消失。阵点会消失。
我们从普遍意义上讨论各种复式单胞点阵的消失规律。我们从普遍意义上讨论各种复式单胞点阵的消失规律。
如果有心化点阵所加的阵点的坐标是如果有心化点阵所加的阵点的坐标是[([(xyzxyz)])]，，若若((hklhkl))面经过这一个面经过这一个

点，根据平面方程，应有：点，根据平面方程，应有：
0=++ lzkyhx （或整数）

凡不符合上列关系的倒易阵点凡不符合上列关系的倒易阵点[([(hklhkl))]]∗∗将消失。将消失。
体心点阵体心点阵，有心化的点的坐标是，有心化的点的坐标是 [(1/2 1/2 1/2)][(1/2 1/2 1/2)]，，从从上式可知道，倒易上式可知道，倒易
点点 [([(hklhkl)])]∗∗的的hh++kk++ll必须等于偶数必须等于偶数，否则倒易阵点将消失。，否则倒易阵点将消失。
面心点阵面心点阵，有心化的点的坐标是，有心化的点的坐标是 [(1/2 1/2 0)][(1/2 1/2 0)]、、 [(1/2 0 1/2)][(1/2 0 1/2)]和和[(0 1/2 1/2)][(0 1/2 1/2)]，，
从上式可知道，倒易点从上式可知道，倒易点 [([(hklhkl)])]∗∗的的hh、、kk和和ll必须同时为奇数或同时为偶必须同时为奇数或同时为偶
数数，否则倒易阵点将消失。，否则倒易阵点将消失。
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CC面有心点阵，面有心点阵，有心化的阵点的坐标是有心化的阵点的坐标是[([(1/2 1/2 01/2 1/2 0)])]，，从上式可知道，从上式可知道，
倒易点倒易点 [([(hklhkl)])]∗∗的的hh++kk应应等于偶数等于偶数，否则倒易阵点将消失。，否则倒易阵点将消失。

PP点阵的倒易点点阵的倒易点
阵仍为阵仍为PP点阵，点阵，
没有消光效没有消光效
应，全部倒易应，全部倒易
点都会出现。点都会出现。
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正点阵是体心，它
的倒易复式单胞是
面心单胞。单胞的
四个阵点，分别是
[(000)]∗、 [(011)]∗、
[(101)]∗、 [(110)]∗。
同时可以看到，复
式单胞的棱长已不
是a*、b*、c *而是
2a*、2b*、2c*，单胞
体积变为8Ω*。
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正点阵是面心，
它的倒易复式单
胞是体心单胞。
单胞的两个阵
点，分别是
[(000)]∗、 [(1/2 1/2  
1/2)]∗。同时可以
看到，复式单胞
的棱长已不是
a*、b*、c *而是
2a*、2b*、2c*，单
胞体积变为
8Ω*。
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底心点阵的倒易点阵仍是底心点阵，如果是底心点阵的倒易点阵仍是底心点阵，如果是cc面有心化，因为倒易面有心化，因为倒易
点点[([(hklhkl)])]∗∗的的hh++kk应应等于偶数，等于偶数，这时单胞棱长变为这时单胞棱长变为22aa**、、22bb**、、cc**，单胞，单胞
体积变为体积变为44ΩΩ。。
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1.5.5.5 1.5.5.5 晶带与倒易面晶带与倒易面

在正点阵中晶带轴为在正点阵中晶带轴为[[uvwuvw]]的晶面的晶面((hklhkl))，，在倒易点阵中成为在在倒易点阵中成为在
((uvwuvw))∗∗面上的面上的[([(hklhkl)])]∗∗阵点。因为阵点。因为((uvwuvw))∗∗面与面与[[hklhkl]]∗∗方向也应有平行关方向也应有平行关
系，所以，同属一个晶带的所有晶面的倒易点应分布在一个过原系，所以，同属一个晶带的所有晶面的倒易点应分布在一个过原
点的倒易面上。反过来说，倒易点阵中一个过原点的平面，代表点的倒易面上。反过来说，倒易点阵中一个过原点的平面，代表
正点阵中的一个晶带。正点阵中的一个晶带。
正点阵晶带轴正点阵晶带轴[[uvwuvw]]与其晶带面与其晶带面((hklhkl))对应的倒易矢量一定垂直：对应的倒易矢量一定垂直：

[[uvwuvw]]⊥⊥[[hklhkl]]∗∗，，即即

0)()( =++⋅++ ∗∗∗ cbacba lkhwvu

上式展开就是晶带方程：上式展开就是晶带方程：

0=++ lwvkuh

wvuwvu rd /1=∗
倒易点阵中的面倒易点阵中的面((uvwuvw))∗∗也是一个面列，它的面间距也是一个面列，它的面间距 。过。过
原点的面称为零阶面，依次按距倒易点阵原点的距离分别有一原点的面称为零阶面，依次按距倒易点阵原点的距离分别有一
阶、二阶阶、二阶……等等NN阶面。零阶阶面。零阶((uvwuvw))∗∗面代表正点阵的一个晶带。若认为面代表正点阵的一个晶带。若认为
((uvwuvw))∗∗面列所有面都代表面列所有面都代表[[uvwuvw]]晶带，这时的晶带称晶带，这时的晶带称广义晶带广义晶带。广义。广义
晶带只有在倒易点阵中才有明确意义。晶带只有在倒易点阵中才有明确意义。

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建           www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


设在设在NN阶倒易面上有倒易阵点阶倒易面上有倒易阵点[([(hklhkl)])]∗∗，，则则

*Nd=
⋅

wvu

wvulkh

r
rH

所以，有如下关系：所以，有如下关系： Nlwkvhu =++ 这称为广义晶带方程。这称为广义晶带方程。

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建           www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


一个立方一个立方PP点阵的晶带的倒易点例子点阵的晶带的倒易点例子

[001][001]

晶带轴晶带轴

[110][110]

晶带轴晶带轴

晶带轴晶带轴

[111][111]
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要画出正点阵某一晶带的晶面的倒易点的方法是：要画出正点阵某一晶带的晶面的倒易点的方法是：尽量找出尽量找出
最靠近原点的两个倒易点最靠近原点的两个倒易点（如果不是最靠近的点，则按规律、补（如果不是最靠近的点，则按规律、补
上中间的点），根据这上中间的点），根据这两个面的面间距的倒数，得出这两个倒易两个面的面间距的倒数，得出这两个倒易
点到原点的距离点到原点的距离；再求这；再求这两个面的面夹角，确定它们的相对位两个面的面夹角，确定它们的相对位
置置；把两个点；把两个点周期平移周期平移就得所求。就得所求。

例：求面心立方点阵例：求面心立方点阵[121][121]晶带的倒易点分布。晶带的倒易点分布。

000

210

012①①在倒易空间画出在倒易空间画出(121)(121)**面面

②②把面平移把面平移b*b*，，令其过原点。令其过原点。

③③在在(121)(121)**面上确定这三点的相对位置：面上确定这三点的相对位置：
[(000)]*[(000)]*与与[(210)]*[(210)]*的距离为的距离为1/1/dd210210；；
[(000)]*[(000)]*与与[(012)]*[(012)]*的距离为的距离为1/1/dd021021；；
[(210)]*[(210)]*和和[(012)]*[(012)]*之间的夹角为之间的夹角为θθ
（（θθ=78.46=78.46°°))

得得[(000)]*[(000)]*、、[(210)]*[(210)]*和和[(012)]*[(012)]*。。
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④把④把[(210)]*[(210)]*和和[(012)]*[(012)]*两点周期平移，得出所有可能的点；两点周期平移，得出所有可能的点；

⑤⑤检查是否有消光的点，因为正点阵是面心立方，所以，倒易点检查是否有消光的点，因为正点阵是面心立方，所以，倒易点
的数字应的数字应同时为奇数或同时为偶数，故要消除那些点。同时为奇数或同时为偶数，故要消除那些点。

⑥在⑥在检查是否会遗漏可能的点，因为开始选择的点不一定完全合检查是否会遗漏可能的点，因为开始选择的点不一定完全合
适。现在的例子，发现在适。现在的例子，发现在[(000)]*[(000)]*和和[(222)]*[(222)]*之间应该有符合规则的之间应该有符合规则的
[(111)]*[(111)]*点，按这个规律补上其他所有的点。点，按这个规律补上其他所有的点。
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1.5.6  1.5.6  倒易矢量在晶体学中几何关系的应用倒易矢量在晶体学中几何关系的应用

1.5.6.1 1.5.6.1 点阵平面间距公式点阵平面间距公式
把把HHhklhkl自我点乘，得自我点乘，得

2
hkld
1

=⋅ lkhlkh HH

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

+++++=

++⋅++=

αβγ cos2cos2cos

)()(1
2
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lkhlkh
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222222

cbacba
lkh

故故

把把aa**、、bb**、、cc**、、αα**、、ββ**、、γγ**成正点阵的成正点阵的aa、、bb、、cc、、αα、、ββ、、γγ就获得计算点阵平就获得计算点阵平
面面间距的普遍公式：面面间距的普遍公式：

1coscos
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根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面间距公式。例根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面间距公式。例
如立方系，如立方系， a=b=ca=b=c，，αα==ββ==γγ==9090°°，，所以，有所以，有

2

222

2
1

a
lkh

d lkh

++
=

1.5.6.2 1.5.6.2 求点阵平面的法线方向指数求点阵平面的法线方向指数

正点阵中的面(hkl)与其法线[uvw]一般不同名。但是，(hkl)一定和
它同名的倒易矢量[hkl]∗垂直，即[uvw]∥[hkl]∗。因为只讨论方向，所
以不考虑矢量的绝对长度，有

cbacba wvulkh ++=++ ∗∗∗

用a*、b*、c分别对上式同时点乘两端得：

lkhw
lkhv
lkhu

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

⋅+⋅+⋅=

⋅+⋅+⋅=

⋅+⋅+⋅=

ccbcac
cbbbab
cabaaa

把上面三个式子写成矩阵形式：把上面三个式子写成矩阵形式：
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同理，可按下式求出与方向指数为[uvw]的方向相垂直的面的面指数
(hkl)：

例如，对立方系，例如，对立方系，aa**⋅⋅aa**==bb**⋅⋅bb**==cc**⋅⋅cc**=1/=1/aa22；；aa**⋅⋅bb**==bb**⋅⋅cc**==cc⋅⋅**aa**=0=0。。则

uu : : vv : : ww==hh : : kk : : ll。。所以所以，，((hklhkl))面的法线指数和面指数同名，即为面的法线指数和面指数同名，即为[[hklhkl]]。。
对于其它晶系，由于单胞的三个棱长不完全相等，所以，晶面法对于其它晶系，由于单胞的三个棱长不完全相等，所以，晶面法
线的方向指数中三个指数不可能化为互质的整数。从晶体点阵的线的方向指数中三个指数不可能化为互质的整数。从晶体点阵的
角度看，这样的指数是没有意义的。有时为了特殊需要，也可以角度看，这样的指数是没有意义的。有时为了特殊需要，也可以
求法线指数。求法线指数。
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1.5.6.3 点阵平面的法线间的夹角

111 lkhH
111 lkhn

222 lkhH

222 lkhn
111 lkhH

222 lkhH
111 lkhn

222 lkhn设两个面设两个面((hh11kk11ll11))和和((hh22kk22ll22))，，因为因为 与与 平行，平行，
所以，所以，

与与 平行，平行，
与与 的夹角就是的夹角就是 与与

设设((hh11kk11ll11))和和((hh22kk22ll22))的夹角为的夹角为θθ，则，则
的夹角。的夹角。
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根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面夹角（同面根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面夹角（同面
法线夹角）公式。例如立方系，法线夹角）公式。例如立方系， a=b=ca=b=c，，αα==ββ==γγ==9090°°，，ΩΩ==aa33；；并且并且
aa**==bb**==cc**==1/1/aa，，所以，有所以，有
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又如六方晶系，由于又如六方晶系，由于aa==bb≠≠cc，，αα==ββ=90=90°°，，γγ==120120°°，， 23 2ca=Ω ，，aa**==bb**== a332
c*=1/c，故
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1.6  1.6  晶体投影晶体投影

1.6.1 1.6.1 球面投影球面投影

把晶体的晶面、晶向以及它们之间的关系在一个球面上表达，把晶体的晶面、晶向以及它们之间的关系在一个球面上表达，
这个球称这个球称参考球参考球（（Reference SphereReference Sphere）），，这种表达方式就是球面投影。这种表达方式就是球面投影。

AA面面痕面面痕

BB面面痕面面痕

●

●

迹迹点（极点）和迹径（面痕）点（极点）和迹径（面痕） 迹点和面夹角的测量迹点和面夹角的测量

AA面迹点面迹点PP11BB面迹点面迹点PP22
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为了方便量度，可以在参考球面上引入为了方便量度，可以在参考球面上引入参考网格（参考网格（Reference GridReference Grid））。。
参考网格类似于地球的参考网格类似于地球的经线（经线（LongitudeLongitude））和和纬线（纬线（LatitudeLatitude）），，经线是经线是
过球两极点（过球两极点（Two Antipodal PointsTwo Antipodal Points））的大圆，它们将的大圆，它们将赤道（赤道（EquatorEquator））

等分为等分为360360份（或等间份（或等间
距的不同份数）；纬距的不同份数）；纬
线是平行于赤道的一线是平行于赤道的一
系列小圆，相邻两个系列小圆，相邻两个
小圆间夹角相等（一小圆间夹角相等（一
般为一度），这样将般为一度），这样将
经线大圆为经线大圆为360360份。份。

测量时，将参考测量时，将参考
网格转动，使测量网格转动，使测量
的两个极点落在同的两个极点落在同
一条经线上，读出一条经线上，读出
两极点之间的纬两极点之间的纬
度，就是这两极点度，就是这两极点
之间的夹角。之间的夹角。
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1.6.2  1.6.2  极射赤面投影极射赤面投影
把球面转化为一种平面关系。常用极射赤面投影，以过参考把球面转化为一种平面关系。常用极射赤面投影，以过参考

球球心作一平面作为投影面，投影面和参考球相交的大圆称为球球心作一平面作为投影面，投影面和参考球相交的大圆称为基基
圆圆（（Basic CircleBasic Circle）），，又称为又称为赤道平面赤道平面（（Equator PlaneEquator Plane））。。垂直于投影面垂直于投影面
并过球心的轴并过球心的轴ＮＳＮＳ为为投影轴投影轴（（Projection AxisProjection Axis））。。投影轴在参考球上的投影轴在参考球上的
两个交点两个交点ＳＳ和和ＮＮ是是南极南极和和北极北极（（South and North PolesSouth and North Poles）），，又称又称下目测下目测
点和上目测点点和上目测点。处于。处于上半球面上的极点上半球面上的极点((迹点迹点))和下目测点相连和下目测点相连，处，处
于于下半球面上的极点（迹点）和上目测点相连下半球面上的极点（迹点）和上目测点相连，它们的，它们的连线和投连线和投
影面的交点就是这个极点（迹点）的极射赤面投影点影面的交点就是这个极点（迹点）的极射赤面投影点。。

● B’

●A’
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极射投影有时选取和极射投影有时选取和
视点另一侧（另一视点）视点另一侧（另一视点）
相切的面作为投影面，投相切的面作为投影面，投
影时从视点和球面上极点影时从视点和球面上极点
相连线延长至投影面，所相连线延长至投影面，所
得交点就是投影点。得交点就是投影点。

这样的极射投影图和这样的极射投影图和
选择赤道面作投影面的选择赤道面作投影面的
完全一样的，只是尺寸完全一样的，只是尺寸
大小改变罢了。大小改变罢了。
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极射投影极射投影的一些性质的一些性质
①①和赤道面平行的晶面，它的极射投影点必在基圆中心。和赤道面平行的晶面，它的极射投影点必在基圆中心。

②②垂直于赤道面的晶面，它们的极点的投影必在基圆的圆周上垂直于赤道面的晶面，它们的极点的投影必在基圆的圆周上。。
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③③倾斜晶面的极点的极射投影必在基圆内，晶面法线与投影轴的夹角越小，则倾斜晶面的极点的极射投影必在基圆内，晶面法线与投影轴的夹角越小，则
投影点距基圆中心越近；反之，就越趋向于基圆圆周。投影点距基圆中心越近；反之，就越趋向于基圆圆周。

④④投影球上的任意圆，不论是大圆或小圆，它们的极射投影一般是圆或圆弧。投影球上的任意圆，不论是大圆或小圆，它们的极射投影一般是圆或圆弧。
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⑤⑤和投影面垂直的大圆的极射投影是过基圆圆心的直线。和投影面垂直的大圆的极射投影是过基圆圆心的直线。

1.6.3 吴氏网（Wulff Net）
吴氏网是极射吴氏网是极射投影的量度工具。投影的量度工具。
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吴氏网应用的例子吴氏网应用的例子

①①两极点（或迹点）之间角度测量两极点（或迹点）之间角度测量
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②②极点所对应的面痕极点所对应的面痕
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③③极点绕投影面法线转动极点绕投影面法线转动
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④④极点绕位于投影面上的轴转动极点绕位于投影面上的轴转动
因为绕位于投影面上的轴转动的轨迹的面是与投影面因为绕位于投影面上的轴转动的轨迹的面是与投影面

垂直的，所以先把转动轴转到与吴氏网的垂直的，所以先把转动轴转到与吴氏网的NSNS轴重合，然后轴重合，然后
从极点沿纬线转动所需转的角度即可。从极点沿纬线转动所需转的角度即可。
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⑤⑤极点绕倾斜轴转动极点绕倾斜轴转动
例例::要求下图中的要求下图中的AA11极点绕极点绕BB11轴以顺时针方向转动轴以顺时针方向转动4040°°

CC是是AA11、、AA44
和和DD迹痕所迹痕所
对的中心。对的中心。
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1.6.4    标准投影图、标准极图（Standard Projection）

为了一目了然地看出晶体中所有重要晶面的相对取向为了一目了然地看出晶体中所有重要晶面的相对取向
（（OrientationOrientation），），通常制作通常制作标准投影图标准投影图（或称（或称标准极图标准极图）。制作这）。制作这
种投影图时，一般种投影图时，一般选择某个低指数晶面选择某个低指数晶面（例如（例如(100)(100)、、(110)(110)、、(111)(111)

等）等）作为投影面作为投影面，，将其它重要的晶面将其它重要的晶面((重要晶面的数目视具体需重要晶面的数目视具体需
要而定要而定))的极点投影到这个面上的极点投影到这个面上。如果所选的投影面是。如果所选的投影面是((hklhkl))，，则此则此
投影图就称作投影图就称作((hklhkl))标准投影图。标准投影图。

标准极图的例子标准极图的例子
立方系立方系001001极图极图
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作出作出hh00kk00ll00标准极图标准极图：：
①①把把hh00kk00ll00极点放在投影图中心；极点放在投影图中心；任意找出与任意找出与hh00kk00ll00垂直的极点：垂直的极点：hh11kkllll11和和hh22kk22ll22，，并并
且且hh11kkllll11和和hh22kk22ll22也相互垂直，它们比在大圆圆周上。也相互垂直，它们比在大圆圆周上。

●

③③找出与找出与hh00kk00ll00角度为角度为αα的轨迹，它是以中心为圆心的圆。的轨迹，它是以中心为圆心的圆。
②②计算计算hh33kk33ll33与与hh00kk00ll00、、 hh11kkllll11和和hh22kk22ll22间的夹角，设为间的夹角，设为αα、、ββ和和γγ。。

④找出与找出与hh11kk11ll11角度为角度为ββ的轨迹，它是一条弧。它与的轨迹，它是一条弧。它与hh00kk00ll00角度为角度为αα的圆相交两点。的圆相交两点。

⑤⑤找出与找出与hh22kk22ll22角度为角度为γγ的轨迹，它是一条弧。它与的轨迹，它是一条弧。它与hh00kk00ll00角度为角度为αα的圆也相交两点。的圆也相交两点。

三条三条轨迹相交的点就是所求的极点轨迹相交的点就是所求的极点hh33kk33ll33 。。
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在在投影图投影图上任一个极点对应的上任一个极点对应的密勒密勒指数的确定：指数的确定：
一个晶面在空间的取向可以由它的法线与三个晶轴一个晶面在空间的取向可以由它的法线与三个晶轴[100][100]、、

[010][010]、及、及[001][001]的夹角确定。在投影图上任一点对应的密勒指数可以的夹角确定。在投影图上任一点对应的密勒指数可以
((用吴氏网）量度它们与投影图上用吴氏网）量度它们与投影图上(100)(100)、、(010)(010)和和(001)(001)三个极点的夹角三个极点的夹角
来确定。用吴氏网量出所求极点与来确定。用吴氏网量出所求极点与(100)(100)、、(010)(010)及及(001)(001)的夹角分别为的夹角分别为
ρρ、、σσ和和ττ。因为。因为

τσρ cos:cos:cos:::: cbancnbnalkh =⋅⋅⋅=

这样，就这样，就可可求出该点对应的密该点对应的密
勒指数勒指数hklhkl

注意：因为量度两个极点间的角注意：因为量度两个极点间的角
度，都是过两个极点的经线来量度，都是过两个极点的经线来量
度。度。
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用计算机编程绘制标准极图：用计算机编程绘制标准极图：
若选定若选定((hh11kk11ll11))为投影面，则极射投影图中心极点就是为投影面，则极射投影图中心极点就是((hh11kk11ll11))。。再再

选另一个与选另一个与((hh11kk11ll11))垂直的面垂直的面((hh22kk22ll22))，，它的极点必然在投影基圆圆周它的极点必然在投影基圆圆周
上，以圆心到这上，以圆心到这((hh22kk22ll22))极点的连线作极点的连线作YY轴，相应以正交关系在投影轴，相应以正交关系在投影
基圆上作出基圆上作出XX轴。这样，只要求出任一个晶面轴。这样，只要求出任一个晶面((hh33kk33ll33))极点在投影图极点在投影图
上的坐标上的坐标((xx, , yy))，，则可绘制则可绘制((hh11kk11ll11))标准极图。标准极图。

)cos(cos1 22 βα +− ，cosβ，cosα ),

设投影基圆半径为设投影基圆半径为11，，则则((hh33kk33ll33))极极
点点PP点的空间坐标点的空间坐标(ｘ’,ｙ’,ｚ’) ，，为为

其中其中αα是是((hh33kk33ll33))∧∧((hh11kk11ll11))的夹角，的夹角， ββ
是是((hh33kk33ll33))∧∧((hh22kk22ll22))的夹角的夹角，因为是极
射投影，所以投影的径向长度缩
小为原来的1/(1+cosα)，所以P1点在
投影图上的投影P'1点的坐标(x, y)为

(










+
=

+
+−

=

α
β

α
βα

cos1
cos

cos1
)]cos(cos1[ 2122

y

x
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则
排
列
的
分
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晶
系
/布
拉
菲
点
阵

三
维
描
述

数字描述：
点阵几何

图形描述：
晶体投影

从外形引
入本质；

为
何
如
此
？

找出以
对称性
分类。

有哪些？
有多少？
数学问题
我们需要
的部分。

7/14，
两者差异？
能否再分？

晶面/向
意义
面间距
法线夹角
倒易点阵

极射赤面
投影

制作/用途

代数 几何

规则外形
/对称

/各向异性
/均匀

力图总
结排列
的规律
性.

本章小结
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